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in ihrer Richtung wirken. Wir wollen dies zunachst an ein paar 
Beispielen erlautern. 

Als erstes Beispiel nehmen wir die in Fig. 2 gezeichnete 
krahnartige Konstruktion. In D ist eine Last P angehangt, und wir 
suchen zuerst die in < 

D angreifenden und D / , 

durch die Stangen / /) 

BB und BC geliefer- fit) 9^ / ? / P / 

ten Krafte, welche der / / ' / (4) / 

Last P das Gleichge- / / / ^ / R 

wicht halten, indem / / /fh)l 

wir das Dreieek (d) / / / y j 

zeichnen , von wel- / / / j 

chem eine Seite ver- / j 

die anderen Seiten # * 

parallel zu DD nnd ' Flg ’ 2 ‘ 

DC sind. Diese Seiten geben, genommen in dem Umlaufssinne, 
der in der v’ertikalen Seite des Dreiecks abwarts geht, die ge- 
suchten Kr&fte. Die in den Stab D C fallende Kraft kebren wir 
um, rnn die in CD an C wirkende Kraft zu finden, nnd suchen 
durch das Dreieek (c) zu dieser Kraft die ihr das Gleicbgewicbt 
haltenden und in den Staben CD und C A an C wirkenden Krafte. 
Die letztere dieser beiden Krafte reprasentiert sofort den Zug Q 
an dem festen Punkte A, die in den Staben CD und D B gefun- 
denen Krafte ergeben, in (6) zu einer Resultan- + 

ten vereinigt, den Druck D auf den festen Punkt D. / 




Wir wahlen als weiteres Beispiel ein einfacbes Sprengwerk, 
wie es Fig. 3 zeigt. An der Balkenverbindung AD CD ist in B 

1 * 
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und 0 die Last P aufgehangt und verteilt sich auf diese beiden 
Punkte. Wegen der Symmetrie der Figur muB auf jeden der 
beiden Punkte die Halfte der Last, .^-P, entfallen. Nun wird fur 
beide Punkte mit -^P als einer vertikalen Seite ein Dreieck kon- 
struiert, dessen andere beiden Seiten die Richtungen der durcb 
den betreffenden Punkt gehenden Balken haben. Die fill' den hori- 
zontalen Balken auf diese Weise gefundenen zwei Krafte H werden 
dabei, wie es sein muB, einander entgegengesetzt gleich. Die in 
die schr&gen Balken fallen den Krafte I) miissen noch ausgeglicben 
werden durch die in ihren Stiitzpunkten A , B von der Unterlage 
ausgeubten Krafte, die in der durch Fig 1 angegebenen Weise 
zu finden sind. Die so ermittelte horizontale Auflagerkraft wird 
aber wieder gleich H und ist nach innen zu gerichtet, die verti- 
kale Komponente ist gleich -J-P und nach oben hin gerichtet. 

Ein weiteres Beispiel liefert der untenstehend gezeichnete 
holzerne Dachstuhl. In den Punkten A lt A 5 mogen die vertikal 
auf w arts wirkenden Krafte If, in A 2 , A 4 die Lasten P, in A z die 
Last Q wiiken. Man suche zunachst in A x , A 5 die in den Balken 
wirkenden Krafte, welche in diesen Punkten den Auf lagerkraften R 
das Gleichgewicht halten. Dies ist in der Figur 5 (l) ausgefuhrt. 
Darauf suche man in den Punkten A 2 , A 4 das Gleichgewicht her- 
zustellen, indem man jetzt die in die Balkenstucke A t A 2l A 4 A 5 
fallenden Krafte entgegengesetzt gleich den vorher gefundenen 
Kraften 0 11 U 1 anmmmt. Dies wird durch die Figur (2) aus- 



Fig. 4. 


Der Krafteplan. 
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Kraften, die man in den durc-h diesen Punkt 
gebenden Balken bereits gefunden bat nnd 
die man fur die symmetiiscb gelegenen Bal- 
ken sofort erganzen kann, die entgegengesetzt 
gleichen Krafte nimmt und eine Kraft V in 
dem Balken A 6 A 3 , also in vertikaler Rich- 
tung, binzufiigt, welebe die vorigen Krafte 
ins Gleicbgewicht setzt. Da die borizontalen 
Krafte in den Balkenstueken A 6 A X und A 3 A h 
sich sofort zerstoren, bat man nur die trans- 
versalen Krafte D zu beriicksicbtigen und 
kann aus ibnen die vertikale Kraft Y sofort 
herleiten, wie es in der Figur (3) gescbiebt. 
Endlicb stelle man auf Grund desselben Prin- 
zips mit Hilfe der Figur ( 4) in A 3 Gleicb- 
gewicbt ber. was nur moglicb ist, indem man 
die Last Q geeignet annimmt:, und zwar er- 
gibt sicb aus den Figuren, da8 man 




Q = 2R-2P 


Dies zeigt sicb in voller 



Fig 5. 


zu machen bat. 

Deutlicbkeit, wenn man die verschiedenen 
Figuren samt zwei sie symmetriscb erganzen - 
den fur die Punkte A±, A G zu einer einzigen 
Figur zusammenlegt, indem man je zwei gleicbe und entgegen- 
gesetzt geriebtete Strecken, die in zwei verscbiedenen Teilfiguren 
vorkommen und die zwei Krafte in einem 
Balkenstiick darstellen, in der Gesamtfigur 
zusammenfallen laBt. Die Sufieren Krafte 
kommen dann alle in dieselbe Vertikale zu 
liegen, und die Summe der beiden Auflager- 
krafte P , 11 muB der Summe der drei Lasten 
P, Q , P gleicb werden. 

Die so gefundene Gesamtfigur ist der 
Krafteplan des Dacbstubles. Dieser Krafte- 
plan tritt sonacb hier auf als ein in einem 
Plane vereinigtes System von Kraftepolygo- 
nen, die alle derart mit einem bestimmten 
TJmlaufssinne bebaftet sind, daB irgendeine, 
zweien von ibnen gemeinsame Seite beim Fig. it. 
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Umlaufen der beiden Polygon e in entgegengesetztem Sinne durcb- 
fahren wird. 

Ein weiteres, sehr anschauliches Beispiel fur einen derartigen 
Krafteplan liefert ein einfacber eiserner Sagedaebbinder, wie 

er bei Fabrikan- 
lagenbaufigvor- 
kommt. A i A 1 ist 
die steile Seite, 
auf der das Licbt 
einfallt; A 1 A S A 3 
das als Wetter- 
scbutz dienen- 
de Dacb. Das 
Dacb wird dureb 
denhorizontalen 

Balken A±A d abgescblossen, und als weitere Yersteifung ist der 
scbrSge Balken oder Stab A± A 2 eingefiigt. Y on der Gesamtlast mogen 
gleicbe Teile P auf die Punkte A i: A 2 entfallen, wabrend in A 4 
und A s die vertikal nacb aufwSrts gericbteten Auf lagerkrafte Q' 
wirken, die nicbt bekannt, sondern noch zu bestimmen sind. Wir 
beginnen damit, dureb Fig. 8 (2) am Punkte A x Gleicbgewicbt ber- 




zustellen. Die Kraft O t fallt in das q / 

Balkenstiick A L A 2 , die Kraft T in A X A±. / 

Indem wir die erstere Kraft mit um- / 
gekebrtem Sinne iibemebmen, stellen / 
wir dureb Fig. (1) im Punkte A 2 Gleicb- 
gewicbt ber. Die Kraft 0 3 f&llt in A a A 3 , die Kraft D in A S A 4 . 
Nun nebmen wir die umgekebrten Kraffce J 7 , D fur den Punkt 
und bringen sie dureb eine vertikale Kraffc Q und eine horizontale 
Kraft 27, die in den Balken A±A 3 fallt, ins Gleiehgewieht mit Hilfe 




Daebbinder 7 

der Fig. (4 ). Endlicb zeigt Fig. (3), wie man die umgekebrten 
Krafte U und 0 2 durcb eine vertikale Kraft Q' in A s ausgleiebt. 
Legt man die Figuren (1), (2) einerseits und (3j, (4j anderseits 
zn je einem Yierecke zusammen, so werden diese Yierecke kon- 
gruent. Ans der Gleicbheit ilirer yertikalen Seiten folgt 

<2 + <2'=2P. 

Legen wir die beiden Yierecke, die wir ^ 
uns aus dem Zeichenpapier ausgescbnitten 
denken, aufeinander nnd heften ihre Ren- 
der, mit Ausnahme des vertikalen Randes, 
aneinander, so entstebt der gesucbte 
Krafteplan. Er ist bier als eine einfach 
zusammenhangende, zweiblattrige ebene Q 
Flache zu deuten, die mit einer Papier- 
tiite oder einer Papiermntze, wie sie sicb 
Kinder berzustellen pfiegen, verglicben 
werden kann. 

Wir wollen nocb als ein letztes Bei- 
spiel einen eisernen Yordaebbin d er behandeln, wie ibn 
Fig. 10 zeigt. In P, B v B z wirken der Reibe nacb die Lasten 
4-P, P, P, -i-P, aufierdem wirkt in B eine nocb unbekannte Hori- 
zontalkraft JY, die durcb die Befestignng des Facbwerkes in der 
Wand geliefert wird, und ebenso in dem festen Drehpunkt A eine 
Kraft Wvon nocb zu bestimmender GroBe und Ricbtung. Zunacbst 
sucben wir in B s die in 
die Ricbtungen B S B 2 und 
B 2 A 2 fallenden Krafte 
0 S , U & , welcbe der Yerti- 
kalkraft das Gleicb- 
gewicbt halten. Darauf 
bestimmen wir in P 2 die 
in die Ricbtungen B 2 B x 
und B 2 A 2 fallenden Kraf- 
te 0 2 , Z> 2 , welcbe der 
Last P und der umgekebrten Kraft 0 a das Gleicbgewicbt balten, 
sodann in A 2 zu den umgekebrten KrSften P 2 und U s die 
ihnen das Gleicbgewicbt baltenden und in die Ricbtungen A 2 B X 
und A 2 A t fallenden Krafte, T s und U 2 . Weiter werden in B 1 
die Last P und die umgekebrten Krafte 0 S und P 2 durch zwei in 
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die Ricktungen B X B and B 1 A 1 fallende Krafte 0 1 und JD 1 ins 
Gleickgewickt gebrackt und in A x die umgekekrten Krafte D x 

and Z7 2 durcb zwei 
in die Ricktungen 
xp A ± B und A t A fallen- 
de Krafte T x und TJ 1 . 
Bringt man in B die 
umgekekrten Krafte 
0 1 und T t und die 
Last ins Gleick- 
gewickt durck eine 
korizontale Kraft H 
und eine vertikale 
Kraft V , die durck 
den Stab BA auf- 
genommen wird, so 
ist H der durck die 
Wand in B auf das Fackwerk ausgetibte Zug. Yereinigt man die 
umgekekrten Krafte V und U t in A zu einer Resultanten, so 
ist diese die Druekkraft, welcke das Fackwerk auf den festen 
Drekpnnkt A ausubt. 

Alle Kraftepolygone, welcke bei dieser Aufgabe verwendet 
worden sind, lassen sick zusammenlegen zu einem Krafteplan mit 
reckteckiger Umgrenzung. Die korizontale Seite dieses Reckteckes 
ist if, seine vertikale Seite V und seine Diagonale liefert die 
Auflagerkraft W. 



Zweites Kapitel. 

Das Seileck. 

Wir betrackten jetzt ein Hangewerk von der beistekend ge- 
zeickneten allgemeinen Form. Die Aufk&ngepunkte A, B mSgen 
in derselben Horizontalen liegen. Die Form des Streckenzuges 

b AA X A 2 A Z B aber ist derart, 
^ daB die Punkte A t , A 2 , A z 
auf irgendwelcken Vertikalen 
zwiscken A und I? liegen, Ikre 
Anzakl kann beliebig vermekrt 
werden; ebenso ist die GroJBe 
der in iknen angebrackten 



Fig. 12. 
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Lasten P 1? P 2 , P 3 kemer Einsehrankung unterworfen. Jedes gerad- 
linige Stuck des Streckenzuges, gleichgultig, aus welchem Material 
es in Wirkliehkeit besteht, ob es ein Seil, einen Holzbalken oder 
einen Eisenstab reprasentiert, haben vrir uns unter der Einwirkung 
zweier entgegengesetzt gleiclien und der Richtung nach mit der 
Strecke selbst zusammenfallenden Krafte zu denken. Die Gr6Be 
dieser Krafte sei fur die Streeken A A 1 A 2 , A 2 A 3 , A 3 B der 

Reihe nach gleicb S 0 , S 2 , S z . 

Die Bedingung des Gleichgewiehtes an den Punkten A x , A 2 , A s 
erfordert nun, daB sick z B. aus S 0 , aS 1? P x ein Dreieck bilden 
laBt, yon dem die Seite P x vertikal ist und die Seiten & 0 , S 1 den 
zugehorigen Streeken des Streckenzuges parallel sind. Die drei 
Dreiecke, die so entstehen, lassen sick zu einer einzigen Pigur 
vereinigen. Diese Pigur besteht aus den in einer Vertikalen v 
aneinander gelegten Streeken P t , P 2 , P 8 und den Streeken $ 0 , 
S L , S> , S 3 , die aus einem Punkte 0 nach den Begrenzungspunkten 
<7 0 , C 1? CL, C 3 von Pj, P 2 , P 3 hinlaufen. 



j Wollen wir nun endlich auch in A 

und B Gleickgewickt herstellen dureh 
Hinzufiigung je einer horizontalen Kraft E 2 und 
B einer vertikalen Kraft F 1? Y 2 , so haben wir aus 
S Q: F 1 , E t einerseits und S 3: V 2 andererseits je ein 

Dreieck zu bilden. Diese Dreiecke erhalten wir aber sofort, wenn 
wir in der vorigen Pigur aus 0 auf die Vertikale v das Lot OM 
fallen. Die Dreiecke sind dann OMC 0 und 02kTC 3 , die Hoii- 
zontalkrafte in A^ B werden einander entgegengesetzt gleich, 
und ihre GroBe H wird durcb die Strecke OM angegeben; die 
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Vertikalkraffce werden durcb die Strecken C 0 3f und 1 fC 3 re- 
prasentiert. 

Wir haben so aus der Figur insgesamt fdnf Dreiecke, jedes 
Dreieck mit einem bestimmten Umlaufungssinne, zu entnebmen. 
Jede gemeinsame Seite zweier Dreiecke wird zweimal, in ent- 
gegengesetztem Sinne, durcblaufen. Auch das Stuck der Verti- 
kalen v von C B bis G x wird zweimal, einmal abwitrts durcb die 
Kraffce P 3 , P 2 , P, , das andere Mai aufwarts durcb die Kr&fte V 1 , V % 
durcblaufen. Alle Dreiecke zusammengenommen tiberdecken ein 
dreieekiges Stuck der Ebene doppelt. 

Denken wir uns die Strecken AA 1 und BA 3 verlangert, bis 
sie sicb in einem Punkte B schneiden und fallen von B das Lot 
BE auf AB, so wird 

A AED ~ A OMC 0 , AJBEI) ~ A 03LC Z , 
denn die Seiten dieser Dreiecke sind paarweise parallel. Daraus folgt 
MC q : 031 = El): AE, C Z M: 031= EB:EB , 
mitbin 

3£Gq : C S 3I = EB : AE 

oder 

(1) F.— 7 —x t :x s , 

wenn wir AE = x s , AB = t setzen. 

Bringen wir in B eine Last, d. b. eine nacb abwarts gericb- 
tete Vertikalkraft, von der GroBe 

(2) P=P 1 +P 2 + P 3 

an, so laBt diese sicb, wie die Figur des Kr&fteplans sofort zeigt, 
in die Seitenkraffce C B 0 und OC 0 zerlegen, d. b. in dieselben 
Krafte, die in A und B angriffen. Bestebt ein Hangewerk also 
nur aus den Strecken AB und BB und ist die in B angebracbte 
Last die einzige wirkende, so werden die Reaktionskriiffce in A 
und B dieselben wie vorber. Die in D wirkende Kraft P heifit 
dann die Resultante der parallelen Krafte P x , P 2 , P 3 . 

Verlangern wir anderseits jede Strecke des Streckenzuges 
AA X A 2 A 3 B ruckwarts, bis sie die Vertikale von A trifft, und 
seien die Punkte, die wir so auf dieser Vertikalen bekommen, der 
Reibe nacb A, P x , P 2 , P 3 , so wird 

AOC 0 C X ~ AA 1 AB l , AOC^ ~ AAgZ^B,, 

A00 2 C,~ aa 8 b 2 b 3 . 



Statiaches Moment. 
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Haben die Yertikalen der Punkte A t , A 2 , A $ , B you der Yerti- 
kalen des Punktes A der Reihe nach die Abst&nde x l9 sc 2 , rr 3 , Z, 
so ergibt sicb demnach, da O jL C 0 = P x , C 2 G ± = P 2 , (? 3 <7o = P 8 
und die gemeinsame H5he der zugehorigen Dreiecke OM = H 1st, 

P x : H = ALP X : P 2 : PZ = B X B 2 : js 2 , P 3 : PT = B 2 B d : x 3 , 

woraus 

P^i + P 2 £ 2 + P s ^ 3 = A Pg • PL 

Da aber aucb A0O o C s ~ A23J.P S , folgt noch P:H= AB b :x s 
oder Px s = A P 3 • Pf, und somit wird 

(3) P^ + P 2 £ 2 + 

Diese Gleicbung dient dazu, zu berecbnen. Hire linke Beite 
ist das statische Moment 93Z des gegebenen Systems paralleler 
Krafte far den Punkt A oder einen beliebigen Punkt der Yerti- 
kalen von A : namlich die Summe der Produkte aller Krafte in 
den Abstand ihrer Wirkungslinie von A. Die recbte Seite gibt 
entsprechend das statische Moment der resultierenden Kraft P, 
und es ergibt sick 

9K = MP 3 .pr. 

Das Stuck AB b wird von der ersten und letzten Seite des Strecken- 
zuges AA X A 2 A S B oder, wie wir sagen werden, des Seilecks 
auf der Yertikalen von A abgeschnitten. Aus diesem Sttick AB b 
geht das statische Moment hervor durch Multiplikation mit dem 
Polabstande H . 

Da V t + V a =« — P ist, so folgt aus der fruher gefundenen 
Gleichung (l) mit Leichtigkeit 

(4) TV J = - P • (?■ - *,), V a -l--P-x t . 

Das statische Moment 931 = P^ wird, abgesehen vom Yorzeichen, 
also auch durch das statische Moment der Yertikalkraft T 2 fur 
den Punkt A gegeben. 

Senken oder heben wir die Punkte A x , A 2 , A z , B in ihren 
Yertikalen um Stiicke qx x , qx 29 qI, die ihren Abstanden von 
der Yertikalen des Punktes A proportional sind, wobei sie in die 
Punkte A X \A 2 , A s \B r tibergehen mSgen, dann schneiden sich die 
Linien A X A 2 und A X A 2 \ ebenso die Linien A % A Z und A 2 A B und 
endlich A S B und A B B' allemal auf der Yertikalen von A. Ziehen 
wir zu den Linien AA X1 A X A 2 ', A 2 A B , A b B t die Parallelen 
durch (7 0 , C x , 0 2 , (7 3? so schneiden diese Linien sich wieder in 
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einem einzigen Punkte O', der vertikal unter 0 in dern Abstande 
qH liegt, und die Linie MO' wird parallel zu der neuen AbschluB- 
Imie AB\ 

Dies alles ist leicbt einzuseben, wenn man die Abnlichkeit 
der so entstebenden Dreieckspaare AA 1 'A 1 und O 0 O'O, B t A% A% 
und G 1 0 f 0 usw. schlieBlieb von AB'B und MO'O beachtet. Es 
folgt daraus aber die Konstruktion des Hangewerkes, wenn aufier 
den Punkten A, B die Krafte P n P 2 , P 3 und die Vertikalen, in 
denen sie wirken, gegeben sind, Man lege zunaebst die Krafte 
P 19 P 2 , P 3 in einer Vertikalen v aneinander und nebme den Pol O' 
beliebig an. Von ibm ziebe man die Strablen nacb den Begren- 
zungspunkten O 0 , 0 1? 0 2 , 0 3 der Krafte und zu diesen Strahlen im 
Lageplan, von A anfangend, die Parallelen jedesmal bis zur nacbsten 
Vertikalen, so daB der Streckenzug AA X A z A Z B' entstebt, in 
dem B ' in der Vertikalen von B liegt. Dann ziebe man durcb O' 
die Parallele zu P'A, die aus der Vertikalen v den Punkt M aus- 
scbneidet, und konstruiere 0 als Scbnittpunkt der Horizontalen 
durcb M mit der Vertikalen durcb O'. Die Parallelen zu den 
Strablen OO 0 , 00 1? 00 2 , 00 3 liefern dann das gesucbte Hange- 
werk AA X A 2 A Z B. 

Verscbiebt man den Pol 0 horizontal, so andern sicb die Ab- 
stande der Punkte A x , A t , A z von der Linie AB um Betrage, 
die ibren Werten proportional sind. Ist y der alte, y der neue 

r Wert einer dieser Or- 
dinaten, so wird 

(5) y : y = H : H\ 

wenn H den alten, J7' 
den neuen Polabstand 
bezeicbnet. Den sebr 
c, einfacben Beweis bier- 
fiir dtirfen wir wohl 
libergeben. 

Bezeicbnen wir mit 
y die Ordinate P 0 P 
eines Punktes P auf der Strecke A x A 2 , mit x die zugehorige 
Abszisse, mit & 15 y x die Koordinaten von A t selbst, so ergibt sich 
infolge des Zusammenbanges des Lageplans mit dem Krafteplan 
aus zwei Paaren abnlicher rechtwinkliger Dreiecke sofort 

h ■ : H, (y ~ 2/i) :(« — %) = (V x - 1 \) : II 
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und hieraus weiter 

( 6 ) 

Aus den Gleickungen (3) 
und (4) folgt aber mit Leichtig- 
keit fir beliebiges x 



{ 7 ) P 1 (x — $ 1 ) + P 2 (x — - x 2 ) + P B (x ~% & )—V 1 x — Y 2 (l — x) = Q, 


d b. das statisehe Moment der funf parallelen Kr&fte 
P^Pg, P 3 , V 1 , Y 2 verschwindet fur einen beliebigen Punkt. 
("Die Krafte T' 1? V 2 sind als auf warts gericbtet negativ in Reck- 
nung zu setzen.) Damit aber wil’d die vorker fur y gefundene 
Gleiekung aucb 

(6a) y • H = (x — a? 2 ) P 2 + (/ — ;r 4 )P 8 — (l — x) V 2 . 

Das Produkt aus der Ordinate y und dem Polabstand H wird also 
durcb das statiscbe Moment der links oder der reclits von der be- 
treffenden Yertikalen liegenden Krafte gegeben. Dieses statiscbe 
Moment keifit das Biegungsmoment fur den betreffenden Punkt. 
Das Biegungsmoment wird sonack durck die Ordinaten 
der Figur AA ± A 2 A Z B gegeben, wenn man dieselben nock 
mit dem Polabstand H multipliziert. Es ist n&mliek leickt 
zu seken, daB, was fur einen Punkt der Strecke A i A 2 bewiesen 
ist, fur jeden Punkt des Streckenzuges AA X • • • B gilt. 

Eassen wir die Eigur AA 1 A 2 A 3 B als ein gescklossenes Poly- 
gon auf, so seken wir, daB in jeder Seite dieses Polygons zwei in 
den Endpunkten der Seite angreifende Krafte wirken. AuBerdem 
greifen in den Endpunkten des Polygons die „SuBeren“ Krafte 
F 1? P 1? P 2 , P 3 , V 2 an, und zwiscken den Kraften an jedem einzel- 
nen Eckpunkte bestekt Gleickgewickt. Die Bedingungen dieses 
Gleickgewicktes werden durck die Figur des Krafteplans grapkisck 
gegeben. 

Das kiermit erledigte Problem hat die Besonderkeit, daB 
die aufieren Krafte parallel gericbtet sind. Wenn wir diese 
besckrankende Yoraussetzung fallen lassen, aber, um die Yor- 
stellung zu fixieren, bei fiinf Kraften steken bleiben, so ergibt sick 
folgendes allgemeinere Bild: Wir kaben ein Eiinfeck A 0 A 1 A 2 A S A 4 
vor uns, das Seileck, jede Seite desselben reprasentiei-t zwei in 
ikr wirkende entgegengesetzt gleicke Krafte, und auBerdem greifen 
in seinen Ecken beliebig gericktete &uBere Krafte P 0 , J \ , P 2 , P 3 , P 4 
an. Da dann an jeder Ecke Gleickgewickt besteken soli, mtissen 
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sich funf Dreiecke finden lassen, yon denen jedesmal eine Seite 
durch eine der SuBeren Krafte der GroBe und Richtung nach ge- 

geben wird, wahrend die anderen 
beiden Seiten den in dem AngrifFs- 
punkt der betreffenden SuBeren 
Kraft zusammenstoBenden Seil- 
eckseiten parallel sind. Die letz- 
teren Dreieckseiten reprasentieren 
der GroBe und Richtung nach die 
beiden Seilkrafte. Da diese 
Krafte aber paarweise entgegen- 
gesetzt gleich ausfallen sollen, gilt 
dasselbe auch von den in Rede 
stehenden Kr&ftedreiecken , die 
man sich mit einem bestimmten 
Umlaufssinne behaftet zu denken 
hat. Dieser Umlaufssinn ist da- 
durch gegeben, daB die, die auBere 
Kraft darstellende, Dreieckseite in 
dem Sinne dieser Kraft dureh- 
laufen werden muB. 

Demnach zeigt sich, daB sich 
hier wieder die funf Dreiecke zu 
einer einzigen Figur, dem Kr a f t e - 
plan, zusammenlegen lassen. Da- 
bei enden die, die Seilkrafte re- 
prUsentierenden, Dreieckseiten alle 
in demselbenPunkt, dem Kraft e- 
pol 0. Die, die SuBeren Krafte reprasentierenden, Seiten hingegen 
schlieBen sich zu einem Polygon von bestimmtem Umlaufssinne, dem 
Kr&ftepolygon oder Krafte ck, zusammen. Die Ecken dieses Po- 
lygons wollen wir mit C 0 O 1 C% C 3 bezeichnen, die Strecken O(7 0 , 
0G t usw., welche die Seilkrafte darstellen, mit # 0 , $ 15 $ 2 , $ 3 , # 4 . 

Wir wollen nun ein System rechtwinkliger kartesischer Ko- 
ordinaten einfiihren, dessen Achsenrichtungen beliebig sind, dessen 
Ursprung aber in den Punkt C Q fallt. In diesem Koordinaten- 
system seien 2, $ die Koordinaten des Kriiftepols 0, ferner 

*1, *21 Dli * 3 , Dsi *41 9* 

der Reihe nach die Koordinaten der Punkte C^, C 3 , C v 
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Wir wollen anch die Ecken des Seilecks auf dieses Koordi- 
natensystem bezieben, und zwar seien 

*^0’ .^0 7 *^2? «^2 7 ^*8? ^3 5 ^47^4 

der Reibe nach die Koordinaten der Punkte J. 0 , J. 3 , A 4 . 

DaB die Seileckseiten s 0 7 5 n 5 37^4 den Strecken *S' 0 , S l usw. 
der Reibe naeb parallel sind, drtiekt sicb dann durcb die Pro- 
portion en ans: 

(jc 0 - aj : 1%—l/i) = £ : D, 

(^'l -To) • (l/i #o) ” 3£i) • (?) 9iJ 

usw., die sicb aucb scbreiben lassen: 

0/o — .'/*)£ — </o — ''’ 4 ) 9 — 0, 

I>1 - i/«) (s - 3£j) — IX — «o) (?) — 9i) - 0, 

(s.) (#> — 2 /x) (X — S 2 ) — (a — .<1) (?) — sy = 0, 

{h ~ 9s) ( x — £ 3 ) “ (>3 — **) i'D— 9s) = 0, 

1 X - 2/s) (* - «i) - X ~ x.) (9 - 9J = 0. 

Wir bezeiehnen nocb die Komponenten der auBeren Krafte 
-^07 -^i 7 -^2? ^35 P 4 der Reibe nacb mit 

-^07 -^07 ^17 ^1J 3T„ ^27 ^37 ^37 ^47 ^47 
dann wird, da das Kraffcepolygon sicb sehlieBt, 

(9) ^0+ ^1 + ^2 + ^3 + ^4“ ^7 ^0+ ^1 + ^2+ ?s+ 0* 

Ferner ergibt sicb: 

^-*1^0-9,; ^ — x, , — 9,-®!$..., 

woraus umgekebrt tolgt: 

(Xi“^07 9i-r 0 7 

(10) 3e 2 =x 0 +x 1 , 9s= r 0 + Y u 

i ) ^x 0 +x 1 + x 3 , 9 S = r 0 + r,+ r„ 

^4 “* -^o + -^1 + ^2 + ^37 ^4 ==s r 0 + + r 2 + r s . 

Wir setzen endlich nocb 

^o = Vo V 0 7 ** -^1^1 -^1^17 * ' * ^ 4 ” ^4 ^4 ^4^4* 
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Nun bilden wir die linearen Gleichungen: 


(in 


— 3, 

(D - 9iV - (* - - 3 - &, 

■ (8 - 9*)x - (32 - &V -3-8*, 
(9 - 80* - <32 - £ s ).v = 8 - S», 
H9 - 9i)* - (32 - 32*)* = 3-34, 


dann lassen sich 3:8n * * 84 derart bestimmen, daB dies die 
Gleichungen der Seileckseiten $ 0 , s l5 ...s 4 werden. Die Glei- 
chungen (8) lassen sich namlich schreiben 

9*4 “ — 9*o “ *i/oi • 

(9 - 9i)**o - C* - * 1 ) * = (9 - 9i)^i - (* - xjft , 


(9 - 94)^ - (* - *4)* - (9 ~ 94>4 "(S- *4)*- 

Nehmen wir sonach die durch die beiden Seiten dieser Gleichungen 
gegebenen Werte fur 3 , 8 — 80 8 — 821 8 — 831 8 — 841 so 
liegen die Punkte A Q auf der durch die erste Gleichung (ll) 
dargestellten geraden Linie, A 0 , A x auf der durch die zweite 
Gleichung gegebenen usf, wie es sein sollte. Unter Yoraussetzung 
der angegebenen Werte von 3? 3 — 3i usw. wird aber 

9i ^0 ^1 Vo~ 8n 

(9s Si) 1 *! $2 ^ 1)1/1 = $2 811 
(% — 8 *) *2 “ (*> ~ = 33-82 


oder, wenn wir die gefundenen Werte vonX i , s 2) 1 usw.beriicksichtigen, 
1 0*^0 *0% = 3i 1 Ijl^i Z-ilh 82 Bn 

1 2 ^2 ^ 2^2 = 83 821 * • * 


oder kiirzer geschrieben 

^0 = 81 1 A 1 — 82 8n ^2 = 3 ,i 82 1 

woraus sich ergibt 


(10a) 


81-^01 

82 =^o+^n 
3s-^ 0 +^l+^i 


84 A 0 + A t + A* + Z 3 . 
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Addiert man die Gleichungen (8) alle zueinander, so erhalt 
man, da sick die Glieder mit 36 nnd §) berausbeben, 

®i*o — ^i2/o + (Da — 9i)*i — ('&> — H = 0 

Oder 

Vo Vo ”f“ -^ 1*^1 -^i V\ "4" * * *‘ ==: o, 

d. b. 

(9 a) Z 0 + Z 1 + Z 2 + Z z + Z.± = 0 . 

Es bandelt &icb nun darum, die bier eingefubrten GroBen 
Z 0 , Z t usw. aucb geometriscb zu interpretieren. Nennen wir cp t 
den Winkel, um den die Kraft P. mit den Komponenten X* *t 
gegen die positive sc-Acbse geneigt ist, nennen wir ferner a t den 
Winkel, den der Radiusvektor aus dem Koordinatenursprong C 0 
nacb dem Angriffspunkt A t (x 0 y^) dieser Kraft P f mit der posi- 
tiven sc-Acbse einschlieBt und r t seine Lange, so wird (vgl. Fig. 17) 

x t = P z cos <p £ , r f = P f sin cp t1 x, = r, cos a t , y % = r, sin a. 
und somit 

Z, - T i x l — X l y l = [sin <p { cos a t — cos <p, sin aj 
= P ( r z sin (<p f - «,). 

Der Wert von wird also gegeben durcb den doppelten Inbalt 
des Dreiecks, von dem der Radiusvektor r i und die Kraft P x zwei 
Seiten bilden, und diese Strecken scklieBen in der Tat den Winkel 
q> t —cc t ein. Der Winkel cp i — und damit der Ausdnxck Z x be- 
kommt das positive Vorzeieben, wenn die Kraft; P t auf die entgegen- 
gesetzte Seite von der Geraden des Radiusvektor f&llt wie die positive 
sc-Acbse, oder, wie man sicb die Sacbe aucb vorstellen kann, wenn 
die Kraft den Radiusvektor, an dessen Endpunkte A i sie angreift, 
in positivem Sinne (d. b. in dem Sinne eines wacbsenden a £ ) zu 
dreben strebt, im entgegengesetzten Falle bat Z. das Vorzeieben 
Minus. Sein absoluter Wert wird nacb der angefubrten Bedeutung 
aucb angegeben durcb das Produkt der Kraft P t mit dem Ab- 
stande 1\ % der Linie, in der sie wirkt, von dem Koordinatenursprung 
C 0 . GemaB dieser Bedeutung beiBt Z { , mit dem riebtigen Vor- 
zeicben genommen, das statisebe Moment der Kraft. P i fur den 
Punkt C Q . Will man das statisebe Moment derselben Kraft fur 
irgendeinen anderen Punkt A mit den Koordinaten sc, y finden, 
so bat man nur die Koordinatenacbsen derart parallel zu ver- 
sebieben, daB der Ursprung nacb A fdllt. Dann werden in diesem 

Timer ding, Krafteplane 2 
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a. h. 2z t ,~ urns sen, wenn sie nieht alle verschwin- 

den, die Koeffizienten <7 0 , a x , a 2 in einer linearen Gleichung 

a 0 -r a ± x + a 2 y = 0 

sein, der die Koordinaten aller drei Punkte geniigen. Da diese 
aber nieht anf einer geraden Linie liegen sollen, konnen ihre 
Koordinaten auch nieht derselben linearen Gleichnng geniigen, 
es muB also 

2y % - 0,^=0 

werden. Die ersten beiden Gleichungen driicken aus, daB das 
Kraftepolygon sich schlieBt; ist auch die dritte erfiillt, so schlieBt 
sich ebenfalls das Seileek. Fiigen wir namlich den bereits gefun- 
denen Gleichungen der Seileekseiten als die letzte hinzu 

(D-D 5 )*-(£-3e 5 )*=8-S 3 , 

indem wir setzen 

3»=yz { , 

t =0 i =0 1=0 

so wird in der Tat fur 3E 5 = 0, §) 5 = 0, <85 = 0 diese Gleichung 
identisch mit der ersten der Gleichungen (ll ) 7 und damit fallen auch 
die durch die Gleichungen dargestellten Seileekseiten zusammen. 

Aus dem Gefundenen folgt sofort, daB das statische Moment 
der Kraffce P 1? P 2 , P 3 , P 4 zusammengenommen entgegengesetzt 
gleich ist dem statischen Moment der Kraft und direkt gleich 
dem Moment derselben Kraft mit umgekehrter Richtung. Diese 
letztere Kraft, die wir B nennen wollen, aber ist die Resultante 
der vier Krafte P t , P 2 , P 3 , P 4 . Ziehen wir durch A eine Parallele 
zu der Kraft B und nennen Ji den Abstand des Angriffspunktes 
S dieser Kraft von der gezogenen Parallele (s. Pig. 18), so 
ist das in Rede stehende Moment — B * ft. Die Linien der Seil- 
eckseiten s 0 und s 4 begrenzen aber mit der Parallelen zusammen 
ein Dreieck, das dem Dreieck C 0 0 <7 4 ahnlich ist. Nennen wir 
in diesem Dreieck H die auf der Seite C 0 <7 4 oder B errichtete 
Hohe und bezeichnen in dem anderen Dreiecke die Lange der 
Seite, die auf die zu P 0 gezogene Parallele fallt, mit so wird 
B:H=g:h, und somit das Moment B - h — H- g. 

Liegt also ein beliebiges Kraftesystem vor und konstruieren wir 
daftir das durch die Resultante B zum AbschluB gebrachte Kriifte- 

2 * 
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polygon und das ebenfalls ungescblossene Seileck fur einen Krafte- 
pol 0, so wird das statische Moment des Kr&ftesystems fur einen 
Punkt A gefunden, indem man das auf der Parallelen durcb A 
zu B yon der ersten und der letzten Seileckseite ausgescbnittene 
Sttick g mit dem Abstande H des Pols 0 von der Resultanten B 
im Krafteplan multipliziert. 

Man beacbte, daB in den Gleicbungen der Seileckseiten die 
Koordinaten x z , y. der Eckpunkte A % nur in den Verbindungen 

Y t x i -X i y i =^Z i 

vorkommen. Das bedeutet aber fiir die Koordinaten x i5 ij % eine 
lineare Gleiebung, d. h. die Gleiebung einer geraden Linie, auf der 
der Angriffspunkt A i liegen soil. In dieser Linie wirkt die Kraft 
Diese dacbten wir uns namlicb im Punkte A z angreifend, und 
auch ibre Richtung fallt mit der der gefundenen Linie zusammen ; 
denn sind y\ die Koordinaten irgendeines weiteren Punktes 
auf dieser Linie, so wird aucb 

X i ^-i V i~ 

und durch Subtraktion der beiden vorstehenden Gleichungen er- 
gibt sieb sofort 

worin die analytisebe Begiiindung der Bebauptung liegt. 

Geben wir die GroBe und Ricbtung der Krafte und auBerdem 
ibre Wirkungslinien a v a 3 , a 4 , so sind die GroBen Y t1 
festgelegt und umgekehrt. Wir wollen nun fragen, welcber 
Spielraum dann nocb fiir das Seileck bleibt, dessen Endpunkte 
auf den Wirkungslinien der einzelnen Krafte liegen, und fur das 
diese Krafte ein System auBerer Krafte darstellen, d. b. durcb die 
Spannungen in den Seileckseiten im Gleicbgewicbt gebalten wer- 
den. Wir konnen leicbt zeigen, daB von dem Seileck die ersten 
beiden’ Seiten bis auf die Bedingung, daB sie sicb auf der Wir- 
kungslinie der ersten Kraft scbneiden miissen, willkurlicb bleiben, 
daB dadurcb aber das ganze Seileck eindeutig bestimmt ist. Hier- 
bei ist nur vorausgesetzt, daB im Krafteplan der Kraftepol mit 
keiner der Krafte in einer geraden Linie liegt. 

In der Tat wird zunacbst durcb die Ricbtungen der beiden 
ersten Seileckseiten die Lage des Kraftepols 0 bestimmt, indem 
wir zu ibnen durcb G 0 und 0 1 im Krafteplan die Parallelen zieben; 
diese scbneiden sicb in 0. Ist aber der Kraftepol und damit die 
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Ricbtung jeder Seileckseite gegeben, so konnen wir noch einen 
Punkt beliebig annebmen, durcb den die erste Seileckseite gehen 
soli; damit ist dann das ganze Seileck vollig festgelegt. 

Zwei Seilecke, die zu demselben Kraftesystem and demselben 
KrEffceplan gebfrren, deren korrespodierende Seiten also parallel 
sind, wollen wir Equivalent nennen. 

Wir konnen noeh fragen, wie sich ein Seileck andert, wenn 
im Krafteplan der Kraftepol versehoben wird. Zur Beantwortung 
dieser Frage mussen wir die Gleicbungen der Seileckseiten noch 
einmal hinschreiben fur veranderte Werte 3£', g)', von 3£, ?), 3- 
Greifen wir dann die Gleichungen zweier korrespondierenden Seil- 
eckseiten beraus, etwa 

(d -&)*-(» -a, 
m - 9.) * - (ar -X«)y = B' - 3s, 

so ergibt sicb aus ibnen durcb Subtraktion sofort 

Diese Gleicbung ist aber unabhangig davon, welcbes Paar korre- 
spondierender Seileckseiten wir berausgreifen. Sie ist erfiillt 
fiir die Koordinaten aller 
der Punkte, welcbe die 
Gleicbungen zweier kor- 


Fig. 18 




respondierenden Seileckseiten befriedigen, d. b. die Schnittpunkte 
dieser Seiten bilden; und somit finden wir die Gleicbung einer be- 
stimmten geraden Linie a, auf der sicb alle Paare kor- 
respondierender Seileckseiten scbneiden. Diese Gerade 
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ist aufierdem der Verbindungslinie der beiden Krafte- 
pole, des alten und des neuen, parallel. Denn bilden wir 
ibre Gleicbung fiir die Koordinaten x\ y irgendeines weiteren 
auf ihr gelegenen Punktes: 

(IT -»)*'- (S'- 3£)^=B'-3, 

so folgt durcb Subtraktion der vorbergebenden von dieser Glei- 
cbung sofort 

(D' - 9 1 (*' -x)- (3 r - X) (y' -y) = 0 

oder 

O' - *) : W - y) = ( 3 T - 20 : (r - SO, 

worin die Begriindung der Bebauptung liegt. 

Zwei Seilecke, die in dieser Beziebung steben, heiBen homo- 
log, und die Gerade a, auf der sicb die Paare ibrer entsprecbenden 
Seiten sebneiden, heiBt ibre Homologieacbse. Mit Hilfe dieser 
Acbse kann das bomologe Seileck unmittelbar konstruiert werden, 
und jedes Seileck, das wir so, bei beliebiger Wabl der Homologie- 
acbse und der neuen Ricbtung der ersten Seileckseite, finden, ist 
ein Seileck fiir dasselbe Kraffcesystem wie das erste (wenn 
wir uns von jeder Kraft Wirkungslinie, GroBe und Sinn gegeben 
denken). Umgekehrt sind, wie aus dem Gesagten sofort bervor- 
gebt, zwei Seilecke immer bomolog, wenn sie zu demselben Kraffce- 
system gehoren und nicht Equivalent sind. 

Mit dem, was wir bis jetzt gesagt baben, ist der geometrische 
Gebalt der die Seileckseiten festlegenden Gleicbungen nocb nicbt 
erschopffc. Um aber ibre voile Ausdeutung zu gewinnen, mtissen 
wir aus der Ebene in den Raum geben und zu geometriscben 
Betracbtungen greifen, die, ebe wir weitergeben, kurz im Zu- 
sammenbange dargestellt werden mQgen. Hierbei miissen wir uns 
jedocb auf das, was fur uns notig ist, bescbranken und fiir alles 
weitere auf die Lebrbiicher der neueren Geometrie verweisen. 


Drittes Kapitel. 

Das Nullsystem. 

Wir kniipfen an die analytiscbe Darstellung einer Ebene im 
Raume an, die wir in einer besonderen, fiir unsere Zwecke be- 
quemen Form geben wollen. Wir denken uns ein recbtwinkliges 



Ebenengleichung. 


23 


Koordinatensystem im Raume, C Q sei sein Ursprung, x, y , z seien 
die Koordinaten selbst. Wir nebmeix nun eine Ebene sr, welche 
die £ -Achse in einem Punkte Z 0 schneidet und mit dieser Achse 
den Winkel <30 bildet. 1st 
derselbe von 90° verschie- 
den, so gibt es eine ein- 
zige horizontale (d. b. znr 
Achse senkrechte) gerade 
Linie j p, die dnrch Z 0 geht 
und in % liegt. Auf diese 
Linie p fallen wir aus einem 
beliebigen Punkte P der 
Ebene n das Lot P§, und 
weiter aus P und Q die 
Lote PP' und Q Q' auf 
die xy- Ebene. Fallen wir 
endlich noch aus Q das 
Lot QP 1 auf PP', so wird 
der Winkel QPP 1 gleich dem Winkel <p und somit 

P x P = P ± Q • cotg <p = P' Q' • cotg cp. 

Setzen wir aber die Ordinaten P'P = £, Q'Q = z q , so wii*d 

PtP^z-Zv 

Ferner sei ip der Winkel, den der Radiusvektor C 0 P' mit der 
positiven x- Achse bildet, # der analoge Winkel fur den Radius - 
vektor C 0 Q\ so wird, da P'Q' auf C 0 Q' senkrecht steht, 

P' (/ = C Q P' • sin (ip — 0 ) 

= C 0 P' sin ip- cos 0 * — C 0 P' cos ip • sin -O’ 

= y • cos # — x • sin 

wenn wir mit x G Q P' cos ip, y = C 0 P' sin ip die Koordinaten des 
Punktes P r in der xy -Ebene bezejchnen. Somit yerwandelt sich 
die erste Gleichung in 

z — z 0 ~ cotg cp (y cos # — x sin at). 

Dieser Gleichung wollen wir die Form geben 

( 1 ) l‘(j-z 0 ) = x ey 
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indem wir 

(2 ) x 0 = k cotg cp • cos y Q — k cotg cp * sin # 

setzen. Der Punkt P 0 mit den Koordinaten x 0 , y Q: z 0 ist ein Punkt 
der Linie p , nnd sein Abstand P 0 Z Q von Z 0 , d. b. von der ^-Achse, 
ixat den Wert 

(3) r = k * cotg <p . 

Dieser Punkt P 0 bestimmt die Lage der Ebene im Raume, die 
urspriinglicb durch die GroBen # 0 , #, cp festgelegt wai*. Es ist gut, 
nock einmal an die Bedeutung dieser GroBen zu erinnern. z 0 ist 
die Ordinate des Punktes Z 0 , in dem die Ebene it die ^f-Acbse 
schneidet, # ist der Winkel, den die horizontalen Geraden der 
Ebene it mit der xz- Ebene einschliefien, also auch der Winkel, 
den die Spur der Ebene it in der xy- Ebene mit der tf-Achse 
bildet, cp endlich ist der Winkel, den die Ebene mit der £-Achse 
bildet, 90° — cp also der Winkel, urn den die Ebene gegen die 
xy- Ebene, die wir als horizontal ansehen, geneigt ist. 

Wir wollen auch auf die Bestimmung der Vorzeiehen achten. 
Der Winkel cp kann nach zwei Seiten gerechnet werden, die durch 
das Yorzeichen zu unterscheiden sind. Entsprechend kann auch 
der Abstand r nach zwei Seiten gerechnet werden, die wieder 
durch das Yorzeichen geschieden werden mussen. Der Zusammen- 
hang zwischen heiden Yorzeichenbestimmungen ist durch (3) ge- 
geben: mit cp wird auch r positiv oder negativ, wenn wir, was 
wir durfen, cp in die Grenzen — 90° und + 90° einschlieBen. Was 
die geometrische Deutung dieses Zusammenhanges betrifft, so ist 
leicht zu sehen, daB bei positivem k fur einen in die Richtung 
Z 0 Z gestellten Beobachter, der nach P 0 hinsieht, der aufsteigende 
Teil der Ebene % nach links hin liegen muB. In der Tat wird 
fur einen Punkt dieses Teils der Ebene z — z 0 > 0, mithin nach (l) 

x 0 y — y Q x>0 oder r sin — '9 , )>0, 

d. h. wenn r > 0, und wenn r < 0, ifj < der Punkt P x 

liegt, wenn, wie wir es annehmen wollen, der positive Drehsinn 
in der xy- Ebene, der von der positiven #-Achse zur positiven 
^-Achse fiihrt, links herum geht, links oder rechts von dem Strahl 
CQ , je nachdem P 0 auf derselben oder der entgegengesetzten Seite 
wie Q liegt, was mit der fruheren Festsetzung gleichbedeutend ist. 

In der Form (l) wollen wir von nun an die Gleichung einer 
Ebene it im Raume annehmen. Der Faktor k auf der linken Seite 
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bleibt willkiirlich wahlbar. Er bringt die linke und die recbte 
Seite der Gleichung auf dieselbe Dimension, wenn wir ihm selbst 
die Dimension einer Lange geben. Spater werden wir fur 7c ein- 
fach die Langeneinheit wablen. 

Fur den Punkt P 0 der Ebene rt, der deren Lage im Raume be- 
stimmt, gebraucben wir die von Mobius in seinem Lehrbucb 
der Statik (1835, Werke Bd. 3) eingefiihrte Bezeicbnung, indem 
wir ihn den Nullpunkt der Ebene nennen. Umgekehrt heiBt die 
Ebene selbst die Null ebene des sie festlegenden Punktes P 0 . 
Diese Zuordnung von Punkten und Ebenen im Raume bezeichnet 
Mobius als ein Nullsystem, und die ^-Achse unseres Koordi- 
natensystems ist die Acbse des Nullsystems. Sie soil kunffcig 
immer durcb den Buchstaben z charakterisiert werden. 

Die Beziebung des Nullsystems zu seiner Acbse laBt sieb geo- 
metriscb folgendermaBen cbarakterisieren: Dm zu einem Punkte 
P 0 die zugeborige Ebene % zu finden, falle man aus P 0 auf die 
Acbse das Lot P 0 Z 0 , dessen Lange r sei, und lege durcb dieses 
Lot die Ebene, die mit der Acbse den durcb die Gleicbung 

(4) cotgg> - y 

festgelegten Winkel <p bildet, wobei wir die oben gegebene Regel 
fiir die Bestimmung der Seite, nacb der bin dieser Winkel ge- 
nommen werden muB, zu beacbten baben. 

Liegt der Punkt P 0 auf der Acbse selbst, so wird die zuge- 
borige Nullebene die Normalebene der Acbse in diesem Punkte. 

Nur fur die Ebenen, die der Acbse parallel sind, versagt die 
Auffindung des Nullpunktes. Sie sind also singula re Ebenen 
des Nullsystems. Man kann sie aucb so cbarakterisieren, daB 
man sagt, der Nullpunkt riicke fOr sie in unendlicbe Entfemung, 
und zwar in einer bestimmten Richtung, so daB ibnen nicbt mehr 
ein Punkt, sondern eine Richtung zuzuweisen ist. Um dies zu 
erkennen, setzen wir in der Gleicbung (1) 

= Q • s > = Q ■ >!, ~"o = 9 • i > 

und drvidieren sie durch. q. Lassen wir dann q liber aUe Grenzen 
wacbsen, so ergibt sicb 

( 5 ) H=t]x — ^y. 

Dies ist sonacb die Gleicbung der Nullebene, wenn der Nullpunkt 
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sicli nach der durch die Proportion 

*0 : Vo • * 0 “ s : V : t 


bestimmteii Richtung ins Unendliche entfernt. Diese Richtung ist 
in der Ebene selbst enthalten. In der Tat muB der Nullpunkt, 

auch wenn er in unendliche Entfernung 
ruckt, in seiner Nullebene bleiben, d. h. 
sich in einer Richtung entfernen, die 
der Ebene selbst angehort. Bezeichnen 
wir mit d den Abstand der Aehse von 
der zu ihr parallelen Ebene, so wird 
dieses d die Hohe in einem recht- 
wmkligen Dreieck, von dem die durch 
die Ebene auf der x - und #-Achse ab- 
geschnittenen Stueke m, n die Kathe- 
ten bilden, und sonach ist 
1 . w * n 



Es folgt aber aus der Ebenengleichung, 
indem wir in ihr zuerst y = 0 und dann x = 0 machen, 


£ 


ri ’ 


n 


n 

i 7 


und damit ergibt sich 



oder 


(6) d = k- eotg%, 

wenn wir mit % den Winkel bezeichnen, den die der Ebene zu- 
geordnete Richtung mit der #-Achse bildet. Diese Richtung kann 
ihrerseits beliebig gewahlt werden, nur die Richtung der #-Achse 
selbst ist auszuschlieBen Denn fiir % = 0 wird d — oo, d. h. die 
ganze zugehorige Ebene riickt ins Unendliche. In alien anderen 
Fallen ergibt sich eine bestimmte Durchmesserebene, d.h. der 
Aehse parallele Ebene, die der gegebenen Richtung zugeordnet ist. 

Man beachte ferner, daB die Gleichung (1) sich nicht andert, 
wenn man £, £ 0 durch $ + r 0 + 6 ersetzt, was auch der Wert 

von S sei. Daraus folgt aber, daB, wenn man den Nullpunkt auf 
einer Parallelen zur Aehse, einem Durchmesser des Nullsystems, 
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versckiebt, die zugehorige Nullebene sick parallel verschiebt. Je- 
dem Durckmesser ist so eine bestimmte Ebenenstellung zugeordnet, 
genau analog wie jeder Durckmesserebene eine bestimmte Linien- 
ricbtnng zugeordnet wird. 

Die Gleickung (l) Kndert sick auBerdem nickt, wenn wir x, 
y , z mit tf 0 , y 0 , z 0 vertauscken. Das bedeutet aber: Liegt ein 
Punkt Pin der Nullebene eines anderen Punktes P 0 , so 
liegt auck P 0 in der Nullebene yon P. Die Beziehung 
zwiscken zwei solcken Punkten, die durck die Gleickung (l) ge- 
geben wird, ist also umkekrbar, und wir nennen zwei solcke 
Punkte konjugierte Punkte des Nullsystems. 

Wir wollen nun beweisen, daB den Punkten einer belie- 
bigen Geraden g alle Punkte einer anderen Geraden g 
konjugiert sind, oder mit anderen Worten, daB, wenn der Null- 
punkt auf einer Geraden g fortriickt, seine Nullebene sick urn eine 
andere Gerade g drekt. Dann sind auck umgekekrt den Punkten 
von g die Ebenen durck g als Nullebenen zugeordnet. Wir finden 
demnack zu einem Punkte auf einer der beiden Geraden die zu- 
gekorige Nullebene, indem wir diesen Punkt mit der anderen Ge- 
raden durck eine Ebene verbinden. Zwei so einander zugeordnete 
Gerade g , g keiBen reziproke Polaren des Nullsystems. 

Wir waklen, um den Beweis zu fiikren, fur g eine Gerade, die 
in P 0 auf der korizontalen Geraden Z Q P Q senkreckt stekt, worin, 
solange P 0 willkurlick bleibt, keine Spezialisierung liegt. Wir 
bezeicknen mit P 0 ' einen beliebigen Punkt yon g , mit y 0 ', s Q ' 
seine Koordinaten, ferner konstruieren wir das recktwinklige Drei- 
eck P 0 QqP q \ in dem Q 0 P 0 ' yertikal, P 0 # 0 korizontal ist. Da ferner 
P 0 Q 0 senkreckt zu Z 0 P Q ist, konnen wir den Winkel, den es mit 
der xz -Ebene einscklieBt, gleick 90°+ & annekmen, wenn -d der 
Winkel ist, den Z 0 P 0 mit der xz- Ebene bildet, und ist cp' der 
Winkel, den die Linie P 0 P Q ' mit der Ricktung der £-Ackse bildet, 
so wird Q Q P 0 r = PqQq- cotgqf. Somit werden die Projektionen 
von P 0 P 0 f auf die Koordinatenacksen — q sinO, q cos O’, q cot g<p' 
und wir finden, wenn wir nock PqQ 0 = q setzen, fur die Koordi- 
naten des Punktes P 0 ' die Werte 

x Q —q sin a*, 2 / 0 +{?cosO’, £ 0 + 2 cotg<p'; 

wenn wir diese Werte in die Gleickung (1) einsetzen, so er- 
kalten wir fur die Nullebene yon P Q ' die Gleickung 

l;(s — S 0 —<1 cotg cp) = (x 0 — 2 sin %f)y — (y 0 + q oos&)a\ 
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Diese Gleichung ist fur jeden Wert von #, d. h. wie auch der 
Punkt P 0 ' auf g angenommen werde, befriedigt, wenn gleichzeitig 

h(z — e 0 ) = x 0 y - y 0 x, 

Jc eotgg/ = cos# • x + sin# • y 

wird. Die erste dieser Gleichungen ist wieder die Gleichung (l) 
der Ebene st, die zweite Gleichung ist die Gleichung einer zur 
Aehse parallelen Ebene n, die mit der #,c-Ebene den Winkel 
90°+ # einschlieBt, also zur Geraden Z Q P 0 senkrecht ist und auf 
ihr das Stuck 

(7) r = Iccotgy 

abschneidet, wie sich sofort ergibt, wenn man in die Ebenen- 
gleichung einsetzt 

SC — / COS#, 2/==/ slu'd. 

Da die Ebene % aber durch die Gerade Z 0 P 0 hindurchgeht, steht 
die Schnittlinie g der heiden Ebenen % und % ebenfalls auf der 
Geraden Z 0 P Q senkrecht und bildet mit der Aehse z denselben 
Winkel cp wie die Ebene %. Die Gerade 
g ist aber die gesuchte reziproke Polare, 
deren Punkte zu alien Punkten von g 
konjugiert sind und in der sich die Null- 
ebenen aller Punkte von g schneiden. 
Wir finden daher, daB zwei reziproke 
Polaren des Nullsy stems sich in folgen- 
der Weise geometrisch festlegen lassen: 
Sie treffen beide dasselbe Lot der 
Aehse, und zwar sind die durch 
die Treffpunkte auf dem Lote ab- 
geschnittenen Stucke r, / mit den 
Fig. si Winkeln cp\ 9 ?, die g , g mit der 

Achsenrichtung einschlieBen, 
durch die aus (4) und (7) resultierende Relation verbunden 

( 8 ) r tang cp = / tang cp —Ta. 

Hieraus folgt aber, daB, wenn wir cp' — 9 ? nehmen und die 
Gerade g der Bedingung 

(9) r tang 9 ? = h 

geniigen lassen, die reziproke Gerade mit ihr zusammenfallt. Eine 
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solehe Gerade hat also die Eigenttimlichkeit, daB, wenn der Null- 
punkt auf ihr fortriickt, die Nullebene sich um sie selhst dreht. 
Eine Gerade von dieser Eigensehaft bekommen wir immer, wenn 
wir durch einen Punkt in seiner Nnllebene oder in einer Ebene 
durch ihren Nullpunkt eine gerade Linie beliebig zieben. Denn 
nehmen wir auf dieser Linie zwei Punkte an, von denen der eine, 
P, beliebig ist, wShrend der andere der Nullpunkt P 0 ist, durch 
den die Linie gezogen wurde, so geht nach der Voraussetzung die 
Nullebene des Punktes P 0 durch die Linie g hindurch, die Null- 
ebene des Punktes P muB aber auch durch den Punkt P 0 gehen, 
da P in der Nullebene von P 0 liegt. Die reziproke Polare von 
g 1 in der sich die Nullebenen der Punkte von g schneiden, fallt 
also in der Tat mit g selhst zusammen. Eine Gerade von dieser 
Eigensehaft heiBt nach Mobius eine Nuilinie des Subsystems. 

Es ist auch sofort zu sehen, daB jede Gerade, die zwei rezi- 
proke Polaren des Nullsystems trifft, eine Nuilinie ist. Denn ver- 
binden wir sie mit einer dieser beiden Polaren durch eine Ebene, so 
geht sie durch den Nullpunkt dieser Ebene, nSmlich ihren Schnitt- 
punkt mit der anderen Polaren, hindurch, ist also eine Nuilinie. 
Zu den Nullinien gehoren insbesondere alle Geraden, welche die 
Achse des Nullsystems unter rechtem Winkel treffen. 

Wir wollen noch bemerken, daB nach den angegebenen Kon- . 
struktionsregeln das Nullsystem unge&ndert bleibt, wenn man 
den ganzen Raum einer Drehung um die Achse des Nullsystems 
oder einer Parallelverschiebung in der Richtung dieser Achse 
untei*wirft. Ein Punkt und eine Ebene, die einander als Nullpunkt 
und Nullebene zugeordnet sind, bleiben auch nach einer solchen 
Bewegung in der gleichen Weise miteinander verbunden. Eine 
Nuilinie geht wieder in eine Nuilinie iiber, und zwei reziproke 
Polaren bleiben auch nach der Y erruckung zwei reziproke Polaren 
desselben Nullsystems 

Das Nullsystem zeigt eine groBe Ahnlichkeit mit dem Polar- 
system einer Fliiche zweiter Ordnung. Auch hier wird jedem 
Punkte eine Ebene zugewiesen und umgekehrt, und ist einem 
Punkte P eine Ebene % zugeordnet, so ist jedem Punkte von 
% eine Ebene zugeordnet, die durch P hindurchgeht. Aber beim 
Polarsystem liegen nur die Punkte der sog. Ordnungsfiache auf 
ihren Polarebenen, welche dann die Ordnnngsflache in dem zu- 
geh(5rigen Punkte heruhren, wahrend bei dem Nnllsystem jeder 
Punkt in der ihm zugeordneten Ebene liegt. 
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Auck in der analytiscken Darstellung zeigt das Polarsystem 
eine groBe Ahnlichkeit mit dem Nullsystem. WShlen wir ins- 
besondere fur die Gleichung der Flache zweiter Ordnung die folgende 

(10) liZ = xy , 

also fur die Flaehe selbst ein gleichseitig kyperbolisches 
Paraboloid, das durch die x- und ?/-Ackse des Koordinaten- 
systems hindurchgeht und dessen Achse in die c- Achse f&llt, so 
ergibt sick fur die Polarebene eines Punktes (x 0l y 0 , ,? 0 ) die 
Gleichung 

(10 a) l;(z + z 0 ) = r 0 y + y 0 x. 

1st die Flachengleichung dagegen 

(11) 2 

die Flaehe also ein Rotation sparaboloid, so lautet die Glei- 
ckung der Polarebene 

(1 1 a) Tc {z + ,r 0 ) = x 0 x + y 0 y . 

Es ist aber auck leicht, diese beiden Polarsysteme aus deni 
Nullsystem direkt kerzuleiten, indem man allein die Nullpunkte 
und nickt gleickzeitig auck die Nullebenen eine Bewegung aus- 
fuhren laBt. Ersetzt man namlick in der Grundgleichung (l) z 0 
durch — ,? 0 , ?/ 0 durek — */ 0 , so gekt sie in (10 a) liber. Diese 
Yeranderung der Koordinaten bedeutet aber, daB man die Null- 
punkte eine kalbe Umdrehung um die x- Achse, also um eine die 
Achse z des Nullsystems senkrecht treffende Linie ausfuhren laBt, 
es ergibt sich demnach: Dreht man die Nullpunkte aus ihren 
Nullebenen durch eine kalbe Umdrehung um eine die 
Achse des Null systems senkrecht treffende Linie her aus, 
so geht die durch das Nullsystem gegebene Zuordnung 
zwischen den Punkten und Ebenen des Raumes in die 
desPolarsystems eines hyperbolischenParaboloids uber, 
das die Drehachse selbst enth&lt und dessen Achse mit 
der Achse des Nullsystems zusammenfallt. 

Dieses Paraboloid ist mit Nullinien des Nullsystems vollstandig 
iiberdeckt. Es sind dies die Nullinien, welche die Drehachse (d. h. 
die x- Achse) unter rechten Winkeln schneiden und durch die Glei- 
chungen 


x = r , 


z 

V 


r 

¥ 1 
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wobei r willkiirlicb bleibt, bestimmt sind. Eliminiert man aus 
diesen Gleicbnngen r, so erbalt man in der Tat die Gleicbung ( 10) 
des Paraboloids. 

Die Nullinien bilden auf dem Paraboloid die eine der auf ibm 
enthaltenen zwei Regelscbaren, die andere Regelschar, derenStrahlen 
alle Strablen der ersten Regelscbar schneiden, bestebt aus Paaren 
reziproker Polaren des Nullsystems, die symmetrisch zu dessen 
Acbse z liegen und die ?/- Acbse unter recbten Winkeln treffen. Eur 
zwei solcbe reziproke Polaren ergeben sieh, da, wenn r' = — r, 
<p = — cp wird, aus (8) fur die Geraden g und g' 

r tang cp = — k und /tangos = — Jc 
folgt, die Gleic-bungenpaare 

?/ = /*, * =— cotgp' — y 

und 

/ z , v 

ij r , - — — eot gg> 

durcb Elimination von r resp. r erbalt man wieder die Gleicbung 
des Paraboloids. 

Aucb das zweite der erwabnten Polarsysteme kann man aus 
dem Nullsystem berleiten, indem man jetzt 

~' 0 durcb — z 0 , x Q durcb y 0 , y Q durcb — x 0 

ersetzt. Dies bedeutet aber geometriscb, daB man erstens die 
Nullpunkte an der a’^-Ebene, also einer zur Acbse z des Null- 
systems senkrecbten Ebene, spiegelt und sie zweitens um diese 
Acbse durcb 90° drebt. So finden wir: Spiegelt man die Null- 
punkte an einer zur Acbse des Nullsystems senkreehten 
Ebene und laBt sie auBerdem eine Viertelumdrebung um 
diese Acbse ausfiibren, so gebt die Zuordnung des Null- 
systems in die des Polarsystems eines Rotationspara- 
boloides uber, dessen Rotationsacbse mit der Acbse des 
Nullsystems zusammenfallt. 

Um nun die Bedeutung des Nullsystems fur unsere 
statiscben Aufgaben darzulegen, knupfen wir nacb dem Vor- 
gange von E. Klein an den friiber gefundenen Ausdruck fur das 
statiscbe Moment z = (A) einer einzelnen Kraft an. Dieser 

Ausdruck lautete 

z = Z-Yx+Xy, 
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wenn x, y die Koordinaten des Bezugspunktes A und X , F, X 
die Koordinaten der Kraft sind. Geben wir der vorstehenden 
Gleichung die Form 

(12) z — Z — Xy — Fj?, 

so stimmt sie mit der Grundgleiehung (l) tiberein, wenn wir darin 
machen und X, F, Z fiir # 0 , y 0i z 0 schreiben. 

Damit ist die folgende geometrische Deutung nabegelegt: Wir 
erricbten in dem Bezugspunkte A auf der -Ebene ein Lot, dessen 
Lange z den Wert des Momentes angibt, und zwar auch dem Vor- 
zeicben nacb, indem wir positive Werte nack oben, negative naek 
unten abtragen. Die Endpunkte erfiillen dann eine Ebene <?, die 
Momentenebene, die durcb die Gleichung (12) dargestellt wird. 
Wir ordnen ferner der Kraft einen Punkt © im Raume derart zu, 
daB die Projektion des Radiusvektors, der vom Koordinaten- 
ursprung Cq nacb diesem Bildpunkte © binfubrt, die Kraft der 
GroBe und Richtung nacb angibt, d. b. daB die zwei ersten Ko- 
ordinaten von © die Kraftkomponenten X, F werden, und daB 
die Ordinate Z von © das Moment der Kraft fur den Koordinaten- 
ursprung angibt. Dann liegt der Bildpunkt © der Kraft in der 
Momentenebene a und ist dieser Ebene in einem Nullsystem als 
Nullpunkt zugeordnet. Die Acbse des Nullsystems ist die Acbse, 
und sein Parameter Jc ist gleicb 1, d.b. die friiher gegebene Beziebung 
zwiscben dem Abstand r des Nullpunktes von der Acbse und der 
Neigung cp der Nullebene gegen die Acbse ist bier die folgende 

(13) r — cotggp . 

Die Wirkungslinie der Kraft ist die Schnittlinie der Mo- 
mentenebene mit der xy -Ebene, und ibre Gleicbung lautet 

(14) Z=Yx~ Xy . 

Sie ist der Projektion des Radiusvektors C 0 © auf die 
xy- Ebene, da sie ja die Richtung der Kraft hat, parallel. Ferner 
wird die Ordinate der Momentenebene im Koordinatenursprung 
gleicb dem Abstande des Bildpunktes © von der xy -Ebene. Die 
Neigung 6 — 90° — cp der Momentenebene gegen die xy -Ebene 
ist durcb die Gleicbung gegeben 

(15) tang0= »•= ’ 

ikr Tangens ist also gleich der GroBe B der Kraft. 
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Xehmen wir nun zwei Krafte an ? die durch die Bildpunkte 
(^(X^ F 1? Z ± ) und dgf Xg, ]f 2 , Z 2 ) gegeben seien. Dann werden 
die Gleicbnngen der zugehorigen Momentenebenen 

z Z x — X x y 

~ % 2 ~ ^2*** 

Sucben wir aber das Moment der beiden Krafte zusammen- 
genommen, so ergibt sieb hierfur nacb der Definition dieses Mo- 
mentes die Summe der Momente fur die Einzelkrafte, also der Wert 

* = (Z, + Z s ) - (r, + T 2 )x + (X, + X 2 )y . 

Dies ist, wenn wir x , z wieder als Punktkoordinaten im 
Eaurne deuten, ebenfalls die Gleichung einer Ebene, die wir 
sehreiben konnen 

* - (Zi + Z 2 ) = (X, + X 2 )y - (T t + Y t )x . 

Zufolge dieser Gleichung laBt sich das resultierende Moment 
wieder deuten als das Moment einer Einzelkraft, welche die Besul- 
tante der beiden gegeben en Krafte bildet, yorausgesetzt, daB die 
neu gefundene Momentenebene die r#-Ebene oder Grundebene 
schneidet, ihr also nicht parallel ist. Das letztere wiirde eintreten, 
wenn gleiehzeitig 

X x +X 2 = 0, r x + r 2 = o 

wiirde. Denn dann reduziert sich die Gleichung der Momenten- 
ebene auf 

z Z x -)- Z 2 , 

nnd das Moment ist konst ant fur alle Punkte der Ebene. Dieser 
Pall wird uns sp&ter noch weiter beschaftigen. In alien anderen 
Fallen liefert die Schnittlinie der gefundenen Momentenebene mit 
der r^-Ebene die Wirkungslinie der resultierenden Kraft und der 
Tangens ihrer Neigung gegen die a:?/-Ebene die GroBe dieser Kraft. 

Man erkennt sofort, daB das gewonnene Resultat sich auf eine 
beliebige Anzahl von Kraften iibertragen laBt. Sind 

(16) 2 — Z t = X t y — Y t x (i = 1,2,... n) 

die Gleichungen fur die Momentenebenen der Einzelkrafte, so wird 
die Gleichung der resultierenden Momentenebene 

( 17 ) *- = Zx, -y -2 • *. 

wobei die Summation fiber alle vorgelegten Krafte zu erstrecken ist. 
Timerding, Kraf teplune 3 
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Es ergibt sich auch leicbt die geometrische Konstruktion der 
resultierenden Momentenebene. Zunachst findet man fur zwei 
Krafte das folgende einfacbe Verfahren: Man erriebte in den 
Linien, in denen die Momentenebenen der beiden Krafte 
die Grundebene scbneiden, auf der letzteren die Normal- 
ebenen und scbneide diese jedesmal mit der Momenten- 
ebene der anderen Kraft. Die Yerbindungsebene der so 
gefundenen beiden Sehnittlinien ist die resultierende 
Momentenebene. Man erkennt sofort, daB dies Yerfabren aueb 
bei beliebig vielen Kr'aften zum Ziele fiihrt, indem man zunacbst 
die resultierende Momentenebene fur die erste und zweite Kraft 
konstruiert und sie dann mit der Momentenebene der dritten Kraft 
vereinigt; so fahrt man fort, bis man alle Krafte herangezogen 
bat; die Keihenfolge, in der man die Krafte nimmt, bleibt dabei 
vollig willkurlicb. 

Diese Ausfubrungen wollen wir nun fiir die Gleichungen (ll) 
des Yorigen Kapitels, welche die Seiten des Seilecks darstellen, 
verwerten. Wir fiibren zu dem Zwecke die Punkte ein mit den 
Koordinaten 

(*, % 8), (*» 0 lf 81). <&> 0*. 8i), (*,, 0„ 3s), (*4. 04. 84). 

die wir der Reihe nacb mit 0 , <£ 1 , © 2 , , ® 4 bezeicbnen und die 

lotrecbt uber den Punkten 0 : G v C 2 , O 3 , 0 4 des Kraftepians liegen. 
Yon diesen Punkten sucben wir in dem Nullsystem, auf das uns 
die Momentenebenen gefubrt baben, die Nullebenen < 0 , y t , y 2l y z , y l9 
deren Gleicbungen lauten 

j e — 8 =3 ly —D%, 

* — St — XiV — 01 a*. 


t - 3 4 = X 4 i/ — D 4 !T. 

Wir nebmen nocb die Ebene y 09 fur die 

* = 0, 

als Nullebene des Punktes O 0 binzu und wollen die Ebene co 
der Reibe nacb zum Scbnitt bringen mit den Ebenen y 0 , y v y 2 , y z , y 4 . 
Wir finden durcb einfacbe Subtraktion der zugeborigen Gleicbungen 
jedesmal die Gleicbung der Yertikal ebene, die durcb die Scbnitt- 
linie bindurcbgebt: 
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3 = §).r — £>/, 

a — 3i — c© — — c* — 


Dies aber sind die Gleicbungen der Seileekseiten, und diese er- 
geben sich sonacb als die Scbnittlinien der Vertikalebenen mit 
der Grundebene, d. b. als senkrecbte Projektionen der Scbnittlinien 
(go, y 0 ), (co, y t ) usw. auf die Grundebene. 

Die Wirkungslinie der Kraft P 2 z. B. bat nun die Gleicbung 

X 2 — .X 2 y Pi) ac 

oder 

(20) Ba ~ Si = (&! — 3c s )i/ - (Da — Da)** 

Diese Gleicbung entstebt aber durch Subtraktion der Gleicbungen 

& 3^ === ^*2^ ^2 ^ i * 3s :== ^ 3 !/ 

welche die Ebenen y \ , y 3 darstellen. Man findet also die Wir- 
kungslinie der Kraft P 2 durcb ortbogonale Projektion der Schnitt- 
linie von y 2 und y 3 auf die Grundebene und analog fur die ubrigen 
&uBeren Krafte. Auf diese Weise erkennen wir: 

Konstruieren wir uber demKrafteplan die zugeborige 
Raumfigur, die aus denPunkten (£ 0 = (7 0 und© 1? E 2 , © 3 , (£ 4 , 0 
Tiber 0 1 , C 2 , 63 , <7 4 , 0 bestebt, so ergibt sicb das zuge- 
borige Seileck, indem wir die Nullebene co des Punktes 0, 
der Tiber dem Kraftepol 0 liegt, mit den Nullebenen y 0 ,y 1? 
y 2 , y 8 , y 4 der Punkte E 0 , E 1 , ® 2 , S 8 , ® 4 scbneiden und die 
Scbnittlinien auf die Grundebene senkrecbt projizieren. 
Die Wirkungslinien der SuBeren Kr&fte selbst finden 
wir, indem wir die Scbnittlinien je zweier aufeinander- 
folgenden Nullebenen y Q1 y ±1 . . . auf die Grundebene pro- 
jizieren. 

Zu beacbten ist, daB mit dem Kraffcesystem die Raumpunkte 
E 0 , ® 15 . also aucb die Nullebenen y 0 , y 19 fest gegeben sind, 
der Punkt 0 aber, also aucb die Ebene co, vollig willkurlich bleibt. 
Die Projektionen der ebenen Polygone, welche die festen Ebenen 
aus der beweglicben Ebene co ausschneiden, liefern dann alle die 
moglicben Seilecke. 


3 “ 
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Viertes Kapitel. 

Besondere Aufgaben der Kraftevereinigung nnd 
Kraftezerlegung. 

Wir wollen aus der im vorigen Kapitel gegebenen Raum- 
konstruktion zunacbst den besonderen Fall berausgreifen, wo die 
Zabl der vorhandenen auBeren Krafte 3 betragt, wo also der 
Kr&ffceplan durcb 4 Punkte O 0 ^O^C 2y O und ibre 6 Verbindungs- 
linien, d. h. durcb ein yollstandiges ebenes Viereck gebildet wird. 



1,18 22, Kanten eines Tetra- 

eders sind. Sucben wir nun von den Ecken (£ 0 , E l9 Q dieses Te- 
traedersdie Nullebenen y 0 , y u y a , o, sobilden dieselbenein zweites, 
zu dem ersten reziprokes Tetraeder, dessen E cken mit 3I 0 , Stj , 9t 2 7 © 
bezeicbnet seien. Projizieren wir dieses Tetraeder wieder orthogonal 
auf die Grundebene, so erbalten wir ein neues yollstandiges Viereck 
A 0 , A t , A 2 , 8. Ein in diesem entbaltenes Dreieck A 0 ,A 11 A 2 bildet 
bier das Seileck, und die Linien &d 0 , SA^ , SA 2 sind die Wirkungs- 
linien der auBeren, Krafte, diese Wirkungslinien geben so- 
nacb in dem yorliegenden Falle durcb einen Punkt & 
Wir wollen die Beziebung zwiscben den beiden Tetraedem 
nocb etwas ausfohrlicber betracbten. Je drei Ecken des zweiten 
liegen in der Nullebene einer Ecke des ersten, sind dieser Ecke 
also konjugiert, und zwar setzen wir yoraus, es seien 

der Ecke ® 0 die Ecken 2I 0 , Sti, 

77 i? ®i « ” 7 ^2 ? ® ? 

» „ M «*,«o,e f 

o „ „ 


7 ? 
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konjugiert. Dann sind iimgekebrt z. B. der Ecke 5( 0 des zweiten 
Tetraeders die Ecken C£ 0 , § 2 , € des ersten Tetraeders konjugiert, 
d.h. die Yerbindung&ebene a Q von S ist die Nullebene von 2f 0 
und enthalt somit diesen Punkt. Es enthalten demnach die Ebenen 
c£q , a x , a 2 , a des z weiten Tetraeders die einzelnen Ecken 8I 0 , 2l 1? 3U , © 
des ersten Tetraeders, ebenso wie die Ebenen des ersten Tetraeders 
durch die Ecken des zweiten Tetraeders geben, d. h. die beiden 
Tetraeder sind einander gleichzeitig ein- und umbe- 
sehrieben. 

Die beiden Tetraeder sind reziproke Eiguren in dem ETull- 
system, die Ecken des einen entspreeben den Ebenen des anderen, 
und die Kanten des einen sind die reziproken Polaren von den 
Kanten des andern. Ihre Beziebung ist durchaus wecbselseitig, 
und das Gleicbe lafit sicb von ibren Projektionen auf die Grund- 
ebene sagen; man bezeichnet desbalb aucb diese Projektionsfiguren 
als reziproke Eiguren. Jede von ibnen labt sicb als Krafte- 
plan der anderen als Lageplan gedeuteten Pigur auf- 
fassen. Es bleibt aucb willkiirlich, welches von den vier Drei- 
ecken des den Lageplan bildenden vollstandigen Yierecks man als 
Seileck deuten will. Jedesmal gehort zu diesem Seileck ein Eck- 
punkt des anderen Yierecks als Kraftepol. So sind den Dreiecken 
A 0 A 1 A 2 , A 0 A t S , -4^0$, A 2 A 0 £ der Reibe nacb die Punkte 
0, C 0 , C u C o als Kraftepole zugeordnet. Jedem dreieckigen „Each“ 
der einen Eigur ist eine Ecke oder ein „Knotenpunkt“ der 
andern Eigur zugeordnet. Der Strecke, langs welcber zwei Eacher 
der einen Figur aneinander grenzen , entspricbt die Yerbindungs- 
strecke der zugeborigen Pole in der andern Eigur. Solcbe zwei 
Strecken entsteben durcb Projektion aus zwei Tetraederkanten, 
die als reziproke Polaren in dem Nullsystem einander zugeordnet 
sind, ihre Beziebung ist also wieder durchaus wecbselseitig: aucb 
der zweiten Strecke ist als gemeinsamer Begrenzung zweier E&cher 
die Yerbindungsstrecke der diesen Each era entsprechenden Punkte 
in der andern Eigur zugeordnet. 

Wir wollen aus diesen Betrachtungen nocb die einfache Regel 
besonders herausheben, dab, wenn drei Krafte P x , P 2 , P 3 im Gleicb- 
gewicbte sind, ihre Wirkungslinien torch einen Punkt S 

geben und sie selbst sicb obne Anderung ibrer Gro.Be und Ricb- 
tung zu einem Dreiecke von bestimmtem Unlaufssinne aneinander 
legen lassen mussen. Weiter zeigt sicb, dab man die Resultante P 
zweier Krafte P 1? P 2 , deren Wirkungslinien sicb scbneiden, findet, 
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mdem man die Kraffce an den Schnittpunkt S der beiden Wir- 
kungslinien verlegt und dann durcb diesen Pnnkt 8 die Diagonale 
des Parallelogramms ziebt, das die beiden 
Kraffce als zwei Seiten bestimmen. Diese 
Diagonale stellt in dem vom Punkte S 
ausgehenden Ricbtungssinne genommen 
die gesuchte Resultante P der Grofie und 
Richtung nach dar. 

Wir konnen auch fiir zwei parallele 
Kraffce die Konstruktion der Resultante 
]eicht a us der zugehorigen Raumfigur ab- 
leiten. Diese Raumfigur bestebt aus den Momentenebenen der ge- 
gebenen Kriifte und der resultierenden Kraft, und wir verwenden die 
fiir die letztere Momentenebene gegebene Raumkonstruktion. Die 
Momentenebenen % , ?/ 2 der beiden gegebenen Krafte geben durcb die 
parallelenWirkungslinien a 15 a 3 der Krafte bindurcb und scbneiden 
die Vertikalebenen, die man jedesmal in der anderen von diesen beiden 
Linien erricbtet, in zwei Linien a 2 und a 2 , die wieder zu a l7 a 2 

und zueinander parallel sind 
und aucb die Verbindungsebene 
von a x und a 2 scbneidet die 
Grundebene in einer Linie a, die 
zu a L und a 2 parallel ist. Sind 
cp% die Neigungswinkel der 
ersten beiden Ebenen %,^ 2 ge- 
gen die Grundebene, so werden 
die Abstande der Linien a 1: a 2 
von der Grundebene 

Pi = l * tang 9 a ', 
p 2 = l * tang g?/, 
wobei l den Abstand der Linien a 1 , a 2 bezeicbnet. Daraus ergibt 
sicb fur das Verbaltnis, in dem dieser Abstand durcb a geteilt 
wird, sofort 

x : (l — x) = tang 9 ?/ : tang 9?/, 



indem x den Abstand der Linien a x und a bedeutet. Nennen wir 
aber , i? 2 die GroBe der beiden parallelen Kraffce, mit gleicbem 
oder entgegengesetztem Vorzeicben genommen, je nacbdem die 
Krafte gleicb oder entgegengesetzt gericbtet sind, so wird 
tang g> 2 ' : tang q> t ' = B 2 : L\ 
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und somit 

x : (l — x) = B, : B t 

Dies ist das Archimedische Hebelgesetz. Nennen wir cp die 
Neigung der resultierenden Momentenebene, so ergibt sich 

x * tang g/ = £ • tang g>/, ( I — x) • tang q> = l • tang g^', 

und damit 

tang <p = tang g>/ + tang g> 2 ', 
woraus fur die GroBe B der resultierenden Kraft 
Ii =■ -f- 

folgt. Man sieht sofort, daB fur zwei entgegengesetzt gleiche 
Krafte, cin „Poinsotsches Kraftepaar 41 , die Bildung der Be- 
sultante versagt, denn fur B 2 = — B 1 wird 11 = 0, x = oo. Dann 
ist die resultierende Momentenebene parallel zur Grundebene, und 
der konstante Abstand dieser beiden 
Ebenen gibtdas Moment des Krafte- 
p a ares an. 

Eiir den Wert von x ergibt sich 
im allgemeinen Falle die folgende ein- 
faehe Konstruktion. Seien A 1 B 1 und 
A 2 B 2 die beiden Krafte, so verbinde 
man A 1 B 2 und A 2 B ±1 durch den 
Schnittpunkt G dieser beiden Linien 
ziehe man die Parallele zu den Kraften, 
die A 1 A 2 in A 0 treifen moge. Tragt 
man dann die Strecke A 2 A Q , die = x 
wird, von A x aus in der entgegenge- 
setzten Richtung ab, so ist der End- 
punkt A der so gewonnenen Strecke der Angrilfspunkt der resul- 
tierenden Kraft. Es ergibt sich namlich: 

AqA* : A x Aq — GA 2 : B x C — A 2 B 2 : A 1 B 1 = B 2 : B l . 

Eine Kraft laBt sich immer in zwei Seitenkrafte nach zwei 
beliebig gegebenen, aber verschiedenen Riehtungen zerlegen. 
Eine Kraft laBt sich aber auch im allgemeinen in drei Seiten- 
krafte B t , B 2y B% zerf&llen, deren Wirkungslinien a 2 , a 3 
vorgeschrieben sind. Die graphisehe Losung dieser Aufgabe ge- 
schieht so, daB man den Schnittpunkt P der Linie a, in der die 
gegebene Kraft B wirkt, mit einer der gegebenen Wirkungslinien, 
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etwa a v suebt, und ihn mit dem Scbnittpunkte Q der anderen 
beiden Wirkungslinien a 2 , a 3 durcb eine Gerade s verbindet. Dann 



den Seiten jR 0 , Ii\, B 2 , B s nnd einer Diagonale S bestebt, so daB 
diese vier Linien der Reihe nach den Linien a, a 15 <2 2 , a 3 nnd s 
parallel sind nnd die Krafte B 1: , P 3 im Sinne eines TTmlaufs 

um das Yiereek, der die vierte Seite in dem der Kraft B ent- 
gegengesetzten Sinne durchstreicbt, aufeinanderfolgen. Der Be- 
weis beruht darauf , daB man durcb die Krafte P 1? B 2 , B b , — B 
sowobl am Punkte P wie anch am Punkte Q Gleiebgewicbt ber- 
stellt, derart daB die beidemal in die Linie PQ oder s fallenden 
Kr&ffce einander entgegengesetzt gleicb und durch die Diagonale S 
im Yiereek des Krafteplans dargestellt werden. 

Diese grapbiscbe Metbode laBt nicbt unmittelbar und sicber 
die P&lle erkennen, in denen sie versagt. Es ist deswegen von 
Nutzen, aucb die analytiscbe Losung zu geben, um so mebr als 
an diesem einfacben Beispiele sicb der verscbiedenartige Obarakter 
der analytischen und syntbetiscben Betracbtungsweise deutlicb 
zeigt und ibre beiderseitigen Yorziige sicb abwagen lassen. 

Wir legen die gegebene Kraft durcb die aucb oben verwen- 
deten Koordinaten X, Y, Z fest und nennen Y X Z^), (X 2 Y 2 Z 2 )j 
(X 3 Y 3 Z 3 ) in analoger Weise die Koordinaten der gesucbten Seiten- 
krafte. Dann erfordern die Bedingungen des Problems, daB 

x, + x + x 3 - x, 

Y t + Y $ +Y S -Y, 

+ z a + Z 3 = z 

wird. Sind nun a x , cc 2 , a 3 die Winkel, welcbe die Wirkungslinien 




Zerlegung uach gegebenen Wirkungslinien. 41 


der Seitenkrafte mit der positiven x- Aelise einseblieBen und 
JbiJPsjJPs die Abstande dieser "Wirkungslinien vom Koordinaten- 
ursprung, endlieb jR x , i ? 3 die GroBe der Krafte , positiv ge- 
nommen, wenn die Krafte in positivem Sinne um den Koordinaten- 
nrsprung drehen, und negativ im entgegengesetzten Falle, so wird 

Z. = B i cos a z , Y f = R l sin a v Z t = Bj) l 0 '= 1,2,3) 

und die vorigen Gleicbungen verwandeln sick in 

B ± cos + B 2 cos a 2 + B s cos a 3 = Z } 

B t sin a x + B 2 sin + B a sin # 3 = Z, 

B ilh + + ^3^3 — 

In diesen Gleicbungen sind jetzt i? x , I ? 2 , i? 3 die einzigen unbekann- 
ten Grbfien, und wir baben zur Bestimmung der drei Unbekann- 
ten drei lineare Gleicbungen vor uns. Diese lassen sicb nacb den 
Unbekannten im allgemeinen auf losen und ergeben sie in eindeu 
tiger Weise. Die einzige zu erfiillende Bedingung ist die, daB, 
wenn man aus den Gleicbungen zwei der Unbekannten eliminiert, 
nicbt aucb von selbst die diitte Unbekannte berausfallt. Elimi- 
niert man z. B. i? 2 , i? 8 , so ergibt sicb allgemein eine Gleicbung 
von der Gestalt 

A • Bl « A n X + A 12 Y+ A 1 S Z. 

Aus dieser Gleicbung fUllt B x beraus, und die Auflosung wird 
illusoriscb, wenn A = 0 ist. Die in Rede stebende Elimination 
wird wirklieh ausgefubrt, indem man die Gleicbungen der Reihe 
nacb multipliziert mit 

A n = p 2 sin a B — p B sin ct 2 , 

A 12 = — p 2 cos « 3 + p B cos <x 2 , 

A 1B = sin <x 2 cos cc B — cos a 2 sin a 3 = sin ( a 2 — « 3 ) . 

So aber ergibt sicb fur A = A n cos ci 1 + A 12 sin A 1 B j\ nacb 
einer leicbten Reduktion der Wert 

J — sin (a 2 — a 8 ) + sin (« s — « x ) + Ps sin (a x — «»), 

und dieser Ausdruck darf, damit die Aufgabe losbar sei, nicbt 
verscbwinden. Es zeigt sicb nun, daB er in folgenden drei Fallen 
gleicb 0 ist: 

1 . wenn zwei der drei gegebenen Wirkungslinien zusammen- 
fallen, 
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2. wenn alle drei Wirkungslinien parallel sind, 

3. wenn alle drei Wirkungslinien durch einen Punkt gehen. 
Das erste sieht man sofort ein, denn wenn man z. B. p 2 ~p 3 , cc. 2 = 

macht, so zerstoren sick die beiden letzten Glieder des Ausdnickes 
fur A, und das erste Glied wird 0, weil der Sinus verschwindet. 
Im zweiten Falle wird — a. 2 = tf 3 , und somit verschwinden alle 
drei Sinus. Im dritten Falle sei P der Punkt, durch den alle drei 
Wirkungslinien hindurchgehen, dann nennen wir p den Abstand 
dieses Punktes P vom Koordinatenursprung C 0 , cc 0 den Wink el, 
den die Linie C Q P mit der positiven a’-Achse einschlieBt, und 
finden 

Pi =P COS («! — « 0 ) , Pi = p cos (c s — «o) , Pi=P COS (« 3 — « 0 ) . 

Setzen wir noch cc { — c< 0 = /3 15 — a 0 = /i >? — cc 0 = j3 s , so er- 

gibt sich 

4=P [cos ^ sin (^ 3 — § 3 ) i- cos (S 3 sin ft j + cos (3 S sin (0 X — 0 S )]. 

Der Ausdruck in der eckigen Klammer verschwindet aber iden- 
tisch, und damit wird auch A = 0, w. z. b. w. 

Es laBt sich sehr einfach nachweisen, daB die drei angegebenen 
Falle auch die einzigen sind, in denen A verschwindet. Denn 
sehneiden sich zwei von den drei Wirkungslinien, so kann man 
den beliebig bleibenden Koordinatenursprung in den Schnittpunkt 
S legen, also etwa p 2 = 0, p% = 0 annehmen und cc 2 — + 0. 

Dann wird aber A = p t sin (o\, — a 3 ) und verschwindet nur dann, 
wenn p t = 0, also auch die dritte Wirkungslinie durch S geht. 


Funftes Kapitel. 

Vereinigung eines allgemeinen ebenen Kraftesystems. 

Nach diesen speziellen Aufgaben wollen wir das allgemeine 
Problem behandeln, ftir ein beliebiges ebenes Kraftesystem, von 
welchem die Wirkungslinien der Krafte, ihre GroBe und ihr Sinn 
gegeben sind, die resultierende Kraft zu finden. Eine Losung dieser 
Aufgabe, die auf der Verwendung des Seilecks beruht, haben. wir 
bereits erQrtert. Aus dieser Losung lafit sich ein von Hause aus noch 
naher liegendes Yerfahren dadurch ableiten, daB man in dem 
Kr&ftepolygon, das zu dem Seileck gehort, den Kr&ftepol 0 in den 
Anfangspunkt C 0 des Kraftezuges C 0 0 1 0 2 . . . riicken laBt. Dann 
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beginnt das Seileck a x a^a z . . . mit der Wirkungslinie a x der ersten 
Kraft, und die Seilkrafte werden der Beibe nacb: die erste Kraft 
selbst, die Besultante 
J? 2 der ersten und zwei- 
ten Kraft, die Besul- 
tante i? s der ersten, 
zweiten und dritten 
Kraft usw. Die letzte 
Seilkraft ist die gesucb- 
te Besultante selbst. 

Dieses Verfabren 
ist das einfachste, das 
existiert. Es leidet aber an dem Mangel, dafi unter den Scbnitt- 
punkten, die man bei der Zeichnung zu bestimmen bat, leicht einige 
iiber den Band des Zeicbenblattes binaus, ja bis in unendlicbe Ent- 
fernung fallen. Z. B. versagt es vollig in dem praktiseb auBerordent- 
licb wichtigen Falle, wo alle die gegebenen Krafte parallel sind. 
Deswegen ist die Aufgabe vielmebr so zu stellen, daB ein moglicbst 
allgemeines, wenn aucb viel umstandlicberes Verfabren gefunden 
werden soil, welcbes in alien Fallen anwendbar bleibt. 

Zu einem solcben Verfabren fuhrt der Begrrff des Eacbwerkes. 
Dieses ist fur uns eine geometriscbe Figur, die nur unter gewissen 
Umstanden aucb eine ma- 
terielle Bedeutung ge- 
winnt. Wir bescbranken 
uns Yorerst auf eine be- 
sondere Art von Facb- 
werken, welcbe direkt aus 
der Forderung bervor- ^ 
geben, eine AnzablPunkte 
in der Ebene derart mit- 
einander zu verbinden, 
daB obne Anderung der 
gezogenen Verbindungs- 
strecken keine Anderung 
in den gegenseitigen Ent- 
fernungen der Punkte , also in Gestalt und GroBe der von ibnen 
gebildeten geometriscben Figur moglicb ist. Dies erreicben wir 
auf folgende Weise: Wir bezeicbnen die gegebenen Punkte, deren 
Zabl n -f- 2 sei, in irgendeiner Beibenfolge durcb die ZifFern 
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1 bis n + 2. Dann verbinden wir die Punkte 1, 2, 3 miteinander, 
den Punkt 4 mit zweien der drei Punkte 1, 2, 3, den Punkt 5 
mit zweien der vier Punkte 1, 2, 3, 4 usw., allgemein jeden 
Punkt mit irgend zweien der voraufgehenden Punkte. So entsteht 
eine Pigur, bei der in der Tat die Eckpunkte oder Knotenpunkte 
gegeneinander nicbt verschoben werden konnen, obne die L&nge 
wenigstens einer der gezogenen Verbindungsstrecken zu &ndern. 

Die Bezeichnung Fachwerk riibrt daher, daB die gezeicbnete 
Figur sicb aus einzelnen Vielecken, denFachern, zusammensetzen 
lafit, die nebeneinander liegen oder auch einander teilweise 
uberdecken konnen. Sei die Zeichnung bis zu einem Punkte ft 
vorgedrungen, dann entsteht aus der Hinzufugung des Punktes 
ft + 1 ein Fach in der Weise, daB man zu den beiden Strecken, 
die von diesem Punkte ausgehen, einen Streckenzug aus der 
Figur der erst-en ft Punkte hinzunimmt, der die beiden anderen 
Endpunkte jener zwei Strecken miteinander verbindet. Die 
F&cher, aus denen sich die Figur zusammensetzt, sind also im 
allgemeinen dureh die gezogenen Verbindungsstrecken keineswegs 
eindeutig bestimmt, wohl aber ist ihre Anzahl auf die angegebene 
Art festgelegt, indem das erste Fach das von den drei Knoten- 
punkten 123 gebildete Dreieck ist und mit jedem neuen Knoten- 
punkt ein Fach hinzukommt. Die Anzahl der Facher ist demnaeh 
um 2 kleiner als die Zahl der Knotenpunkte, also gleich n. 

Obwohl die folgenden Erorterungen auch auf dies allgemeine 
„Zweistabfachwerk u bezogen werden konnen, gewinnen sie doch 
an Anschaulichkeit, wenn wir uns auf eine besondere Art von 
solchen Fachwerken beschranken. Wir wollen namlich die Forde- 
rung aufstellen, daB allgemein in der durch die ft ersten Knoten- 
punkte gebildeten Figur die beiden Knotenpunkte, mit welchen 
der (ft + l) te Knotenpunkt verbunden wird, durch eine der bereits 
gezogenen Verbindungsstrecken (einen Stab des Fachwerkes) ver- 
bunden sein sollen. Dann bildet diese Verbindungsstrecke mit den 
hinzukommenden beiden Verbindungsstrecken zusammen ein drei- 
ecMges Fach der Fachwerkfigur, und von dieser Art sind alle 
Facher der Figur. Wir sprechen daher von einem Dreiecks- 
fachwerk. 

Wollen wir nock die weitere For derung hinzufugen, daB in 
dem Fachwerk keine tibereinanderlagerung einzelner Facher vor- 
kommen soil, so mtissen wir den hinzukommenden (ft + l) ten 
Knotenpunkt mit zwei Knotenpunkten auf dem tiuBeren UmriB der 
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yon den p, ersten Knotenpunkten gebildeten Figur yerbinden, und 
der hinznkommende Knotenpunkt darf nicht innerbalb dieses 
Umrisses entbalten sein. Der .Stab, mit dessen Endpunkten er 
verbunden wird, tritt dann notwendigerweise in das Inner© der 
neu entstehenden Figur und kann in keinem der weiter binzu- 
kommenden Facber entbalten sein. Die Stabe, die den Rand 
der schlieBlicb entstebenden Figur bilden , geboren somit nur zu 
einem einzigen Facbe. Sie sollen die Randstabe beifien. Alle 
anderen, im Innem der entstebenden Figur gelegenen Stabe ge- 
horen dagegen zu zwei, aber aueb nicbt zu mebr Fachern. Sie 
sollen als die inneren oder Diagonalstabe des Facbwerkes be- 
zeicbnet werden. Alle Knotenpunkte des Facbwerkes gebciren 
seinem Rande an, denn bei dem Hinzutreten des (^+ l) tell Knoten- 
punktes zu den fi ersten ruckt kein Knotenpunkt in das Innere 
der neu entstebenden Figur. Es bleiben also uberbaupt alle Knoten- 
punkte auf dem Rande, und die Diagonalstabe yerbinden immer 
zwei Randpunkte miteinander, wodurcb ibr Name gerecbtfertigt 
wird. 

Bei den jetzt folgenden Betrachtungen geniigt es, an die zu- 
letzt bescbriebenen Facbwerke zu denken, doeb lassen sie sicb aucb 
auf die anderen Arten anwenden. Wir wollen die Knotenpunkte 
des Facbwerkes als die bestimmt gegebenen Angriffspunkte ge- 
wisser Kraffce anseben. Wir denken uns ferner jeden Stab 
des Facbwerkes als Trager zweier „inneren“ KrSfte, die 
in seine Ricbtung fallen, in seinen Endpunkten an- 
greifen und einander entgegengesetzt gleicb sind. Wir 
nebmen endlicb an, yon den „auBeren a Kraften, die in den Knoten- 
punkten angreifen, seien alle bis auf die Krafte in den zwei ersten 
Knotenpunkten und yon der Kraft im zweiten Knotenpunkte aucb 
nocb die Ricbtung willkurlicb gegeben. Wir wollen dann zeigen, 
daB sicb die feblenden Krafte und die inneren Kraffce so bestimmen 
lassen, daB die an jedem einzelnen Knotenpunkte ins- 
gesamt angreifenden Krafte sicb das Gleicbgewicbt 
balten. 

Durcb den letzten Knotenpunkt geben nur zwei Stabe; die dort 
angreifende auBere Kraft laBt sicb sonacb in zwei Komponenten 
zerlegen, die in diese Stabe fallen, oder es laBt sicb ibr das Gleicb- 
gewicbt balten durcb zwei (den Komponenten entgegengesetzt 
gleicbe) KrSffce, die in die beiden Stabe fallen. Diese letzteren 
mussen die inneren Kraffce sein, die in den beiden letzten Staben 
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wirken und am letzten Knotenpunkte angreifen, und die Kompo- 
nenten der letzten auBeren Kraft liefem selbst die inneren Krafte 
in den beiden letzten Staben, so wie sie an deren anderen End- 
punkten angreifen. Lassen wir dann die im Gleicbgewicht befind- 
liclien Krafte am letzten Knotenpunkte weg und yereinigen die 
iluBere Kraft in jedem der beiden Knotenpunkte, die mit dem letzten 
Knotenpunkt verbunden waren, mit der in diesem Punkte angreifen- 
den und nach dem letzten Knotenpunkte hin gerichteten inneren 
Kraft, die wir bereits bestimmt haben, zu einer resultierenden 
Kraft, so haben wir eine genau ebensolche Fachwerkfigur vor 
uns wie yorber, nur bat sicb die Zabl der Knotenpunkte und der 
Faeher um 1 vermindert Wir konnen also ebenso vorgehen wie 
vorber, und die inneren Krafte in den zwei Staben, die jetzt durch 


a> den vorletzten Knotenpunkt des urspriing- 

/ 2 lichen Facbwerks geben, bestimmen. So 

— — / konnen wir fortfabren, bis nur nocb das 

/ erste Facb iibrig ist. Wir baben dann ein 

\ / Dreieck vor uns, an dessen einem Endpunkte 

\ / eine gegebene Kraft angreift, also ein H&nge- 

\ / werk allereinfachster Art. Wir suchen die 

VI Krafte in den durch den Angriffspunkt der 

p gegebenen Kraft gebenden Dreiecksseiten, 

■ 3 die der gegebenen Kraft das Gleicbgewicht 

t \ balten, und bringen in den beiden ubrigen 

/ \ Ecken, d. h. den ersten beiden Knotenpunk- 

W \ ten des Facbwerks, die den gefundenen 

/ P? \p Kraften entgegengesetzt gleicben an. Im 
/ | ' V Punkte 2 nebmen wir nocb eine 

\ Ricbtung beliebig, nur von der 

\ \ \ der Linie 2 1 verschieden, an und 

\ / \ \ bestimmen zwei Krafte, die eine 

\ in der angenommenen Ricbtung, 

m) die andere in den Stab 21 fal- 

\ \ |p lend, die der auBeren Kraft und 

\ \ s der im Stab 2 3 bestimmten inne- 

nA ren Kraft im Punkte 2 das Gleicb- 
gewicbt balten. ZudersoimStabe 
2 1 gefundenen Kraft nebmen wir 
im Punkte 1 angreifend die entgegengesetzt gleicbe Kraft und 
suchen darauf zu dieser und der im Punkte 1 angreifenden und in 
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den Stab 1 3 fallenden Kraft die diesen beiden das Gleiehgewicht 
baltende Kraft Dann halten die nunmehr in alien Ecken 
des Fachwerks angreifenden auBeren, d. h. nicbt in die 
Stabe fallenden Krafte einander das Gleiehgewicht. 

Dies ist leieht daraus zu sehen, daB fin* die zwei in einen Stab, 
fallenden, entgegengesefczt gleichen Krafte die von uns benutzten 
Kraftkoordinaten von der Form sind 


X 


ij ’ 


Y. 

i 


und 




y. = _ r 

j* u ’ 


^ = - V 


Da nnn an jedem einzelnen Knotenpunkte Gleiehgewicht be- 
steht, so ergeben sich, wenn z. B. der Knotenpunkt i mit den 
Knotenpunkten j , A, l, . . . dureh Stabe verbunden ist und X £ , 

Z t die Koordinaten der in ihm angreifenden auBeren Kraft sind, 
Gleichungen von folgender Form: 


+ X, i + X t( + --- = 0, 

r,+ *i,+ r u + r 8l + --- = o, 

Z i + Z, , + z a+ z u 4 0 . 


Addiert man nun die entsprechenden Gleichungen aller so ent- 
stehenden Gleichungssysteme zueinander, so heben sich in den 
Summen die von den inneren Kraften herruhrenden Koordinaten 
infolge der vorangehenden Beziehungen, da sie zu Paaren ent- 
gegengesetzt gleicher Krafte aufeeten, paarweise fort, und es 
bleiben iibrig die Gleichungen 

<&-<>, JX-o, J£z t -o, 


wobei sich die Summation liber all e Knotenpunkte zu erstrecken hat. 

Auf dieseWeise erkennen wir die Bichtigkeit folgenden Satzes: 
Ein jedes Kraftesystem laBt sich ins Gleiehgewicht 
bringen durch zwei in gegebenen Punkten angreifende 
Krafte, von den^en die eine auBerdem eine beliebig gege- 
bene Richtung hat, die nur nicht in die Yerbindungslinie 
der beiden Angriffspunkte fallen darf. Die beidenKrafte 
sind auf dieseWeise vollst’andig und eindeutig bestimmt. 

Nach der im vorigen Kapitel behandelten speziellen Auf- 
gabe laBt sich aber im allgemeinen eine einzige Kraft linden, 
welche den beiden gefundenen Kraften das Gleiehgewicht halt, und 
zwar nach verschiedenen Methoden, je nachdem die Wirkungs- 
linien der beiden Krafte sich schneiden oder parallel sind. Aus- 
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geschlossen ist bierbei allein der Fall, wo die beiden Krafte bei 
entgegengesetzten Ricbtungen gleicbe GroBe haben. Dann ist eine 
Reduction der beiden Kr&ffce auf eine einzige unmoglieb. In alien 
anderen Fallen liefert die gefundene Einzelkraffc die gesucbte Re- 
sultante des Kraftesystems. 

Die dargestellte allgemeine Methode zur Auffindung der Re- 
snltante eines ebenen Kraftesystems, welche auch dann zum Ziele 
fnhrt, wenn das Kr&ftesystem nicht durch eine Einzelkraffc, son- 
dern nur durcb ein Kraftepaar ersetzt werden kann, laBt sich nun 
auf verscbiedene Art spezialisieren und liefert dann die gebraucb- 


lichen Methoden der Kraftevereinigung. 

Zunacbst kann man ein spezielles Dreiecksfaebwerk betracbten, 
dessen samtlicbe Dreiecke eine Seite gemein baben. Dann ist ein 
von dem vorigen etwas abweicbendes Verfahren naturlicber. Man 
kann namlich die Endpuukte AT, IT der gemeinsamen Seite als die 
Punkte ansehen, in denen die zu bestimmenden Krafte angreifen 
sollen, also die gegebenen Krafte in den iibrigen Knotenpunkten 



Fig. 30. 


A ± , , . . . A n1 durcb die 
nur zwei Stabe gehen, an- 
nebmen. Wir wollen da- 
bei aucb die Forderung, 
daB von einer der beiden 
zu bestimmenden Krafte 
die Ricbtung gegeben sein 
soli, ersetzen durcb die 
Forderung, daB die in 
den alien Facbern gemein- 
samen Stab MIT fallen- 
den Krafte verscbwinden. 


Dann erbalten wir sofort folgende einfacbe Losung: Man zer- 
lege die in den Punkten A u A 2 , ... angreifenden 
Krafte P 15 P 2 ,... jedesmal in zwei Komponenten, die 
in die Yerbindungslinien des betr. Punktes mit den 


Punkten ill, IT fallen. Diese Komponenten verlege man 
alle an die Punkte M und IT und sucbe darauf zu 


den sSmtlicben am Punkte M und alien am Punkte N 


angreifenden KrSften nacb der Polygonregel je eine 
sie ins Gleicbgewicbt bringende Kraft. Die beiden 
so resultierenden Krafte stellen die Losung der Auf- 
gabedar. Die Kraft, welche die zwei gefundenen Krafte ins 
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Gleicbgewiebt setzt, ist die resultierende Kraft JR des gegebenen 
Systems. 

Aus dem behandelten allgemeinen Yerfabren unmittelbar ab- 
leitbar ist folgendes. Man nebme zu den Angriffspunkten der ge- 
gebenen Kraffce , A 2 , ... A n noeb einen vreiteren Punfet A n+1 
binzu und verbinde alle diese Punkte durcb einen Streckenzug. 
AuBerdem ziebe man von einem beliebig weiter angenommenen 
Punkte S nach ibnen bin die Verbindungsstrecken. So entstebt 


S 



ein besonderes Dreiecksfacbwerk, in dem die an A n+1 und S an- 
greifenden Kraffce zu bestimmen sind. Yon der ersteren sei die 
Ricbtung g irgendwie gegeben. Die Bestimmung der zwei ge- 
suebten Kr&ffce kann dann durcb einen einfacben Krafteplan ge- 
scbeben, der eine gewisse Yerwandtschaffc mit dem Kr&fteplan des 
Seilecks zeigt. 

Man lege die in A ^ , A 2 , . . . A n angreifenden Kraffce 
. , . JP n in dieser Reibenfolge zu einem Streckenzuge G 0 G 1 G 2 ... G n 
aneinander und ziebe durcb C i7 C 2 , ... G n die Parallelen zu den 
Strecken A 1 A 2 , A 2 A 3 , ... A n A n + 1 . Auf diesen Parallelen be- 
stimme man die Punkte i> 2 , . . . D n der art, daB die Strecken 
des Streckenzuges C Q D 1 I) 2 . .. JD n den Strecken, die 8 mit A l7 
JU, ... A n verbinden, parallel werden. Dann geben G 1 D 17 C 2 D 2 , 
... G n JD n die in den Staben A 1 A 27 A% A z , . , . A n A n+1 wirkenden 
Kraffce an, G 0 D 17 D X D 27 ... D n _ jD* die Kraffce in den Staben 
SA t , SA%, . . . Perner konstruiere man einen Punkt D n+1 , 

indem man durcb C n die Parallele zu der fur den Punkt A n+1 

Timerding, Kiafteplane. 4- 
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gegebenen Kraftricbtung g und durcb D n die Parallele zu der 
Strecke 8A nJrl ziebt. C n D n+ 1 gibt dann die in A w+1 angreifende 
iiufiere Kraft der GrbBe und Ricbtung nacb an. Yerbindet man 
C 0 mit D n+1 , so ist dies die Resultierende aller in 8 angreifenden 
inneren Krafte. Fallt im besonderen C n mit C 0 zusammen, so 
wird die Resultierende der in S angreifenden Krafte entgegen- 
gesetzt gleicb der in A n+1 wirkenden auBeren Kraft. Man findet 
also ein Kraftepaar, das dem gegebenen Kraftesystem das Gleich- 
gewieht bait, und wenn man die Richtungen der Krafte dieses 
Paares umkehrt, ein Kraftepaar, das die Resultant e des vorgelegten 
Kraffcesystems bildet. Fallt dagegen C n nicht mit C Q zusammen, 
so ziebe man durcb S eine Parallele zu C 0 D n+v durcb A n + 1 die 
Parallele g zu 0 n D n+1: dann ist der Scbnittpunkt A dieser beiden 
Linien der Punkt, in dem man die resultierende Kraft, deren 
GroBe und Ricbtung durcb C 0 C n gegeben wird, angreifen lassen 
kann 

Dieses Yerfabren, das von Eddy herriihrt, laBt sicb nocb da- 
durcb verallgemeinern, daB man zu Anfang in dem Punkte A L 
eine Hilfskraft H binznfugt, die im Krafteplan durcb eine Strecke 
C 0 D q der GroBe und Ricbtung nacb dargestellt wird. Dann bleibt 
alles ungeandert, nur gebt der zweite Streckenzug im Krafteplan 
nicbt mebr von <7 0 , sondern von D 0 aus. Im Lageplan geben 
dann durcb Aj und A n+1 zwei gegebene Linien h und g , welcbe 
die Richtungen der Hilfskraft in A 1 und der in A n + 1 zu bestim- 
menden Kraft angeben. Um die eingefiihrte Hilfskraft H nach- 
traglicb wieder aufzubeben, ist sie nocb einmal als eine Strecke 
c n c n+1 der GroBe und Ricbtung nacb abzutragen. Darauf bat 
man in dem Scbnittpunkt TJ von li und g eine Kraft, die der GrftBe 
und Ricbtung nacb durcb die Strecke D n+ iC n+1 gegeben wird, 
angreifen zu lassen und in S die Kraft D 0 I) W+1 . Die Resultante 
dieser beiden Krafte ist aucb die Resultante des vorgelegten Krafte- 
systems 

Aus diesem etwas verallgemeinerten Yerfahren ist das Seil- 
eckverfabren leicht als ein ganz besonderer Fall herzuleiten. In 
diesem Falle werden die Angriffspunkte der Krafte auf den ge- 
gebenen Wirkungslinien, d. b. der Streckenzug A X A % A Z . . . 
A n A n+l so bestimmt, daB im Krafteplan der Streckenzug D 0 D t ...D n 
zu einem Punkte 0 zusammenschrumpft, d. b. die Figur des Lage- 
plans, die im allgemeinen Falle als gegeben angesehen wird, wird 
bier mit Hilfe des Krafteplans so festgelegt, daB die in die Strecken 
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SA ± , . . . SA n fallenden Krafte verschwinden. Es liegt dann nahe, 
aueh am Punkte A n _ lml die Richtung der zu bestimmenden Kraft 
nicht vorzuschreiben, sondern dies durch die Porderung zuersetzen, 
daB auch die in die Strecke fallende Seitenkraffc verschwin- 

den soil. Dann wird die Kraft im Punkte A n + 1 direkt gleicb der 
im Punkte A n angreifenden und in dem Stabe A n A n+1 virkenden 
Kraft, und auch der Punkt D w+1 f&llt nach 0. Auf diese YTeise 
werden in der Pigur des Lageplans die Punkte S und A n _ ul iiber- 
flussig, und das Fachwerk reduziert sich auf das Seileck, da mit 
S aueh alle von S ausgehenden Strecken inWegfall kommen und 
die in S vorher gefundene resultierende Kraft verschwindet. Als 
die einzigen resultierenden Krafte ergeben sich die Krafte in der 
ersten und letzten Beileckseite, von denen die erstere yollig will- 
kurlieh bleibt und der GroBe und Richtung nach durch die Strecke 
OC 0 bestimmt wird. Die Kraft, welche diese beiden Seilkrafte 
ins Gleichgewicht bringt, ist die gesuchte Resultante des Krafte- 
systems imd kann im Schnittpunkte der ersten und letzten 
Seileckseite angebraeht werden, wie wir friiher bereits (S. 19) 
gefunden haben. 

Die Vereinfachung, daB man am Punkte A n+1 nicht die Rich- 
tung der zu bestimmenden Kraft yorschreibt, sondern fordert, daB 
die in den Stab A w + 1 /S r fallenden inneren Krafte versehwinden 
sollen, laBt sich auch auf das Eddysche Yerfahren selbst anwen- 
den, wenn man die Richtung der Strecke A n A n+1 nicht als ge- 
geben, sondern als zu bestimmen ansieht. Dann fallt im Krafte- 
plan B n+1 mit D n zusammen. Die Richtung yon A n A n+1 ist die 
Richtung von G n JD n . Man hat also durch A n in dieser Richtung, 
durch S in der Richtung von C 0 D n die Geraden zu ziehen, deren 
Schnittpunkt A” den gesuchten Angriffspunkt der (ihrer GroBe 
und Richtung nach durch C 0 C n gegebenen) Resultante liefert. 

Das Eddysche Yerfahren ist angebraeht, wenn die Angriffs- 
punkte der vorgelegten Krafte bestimmte Lage haben. Sind sie 
aber in der Wirkungslinie der Kraft beliebig verschiebbar, so liegt 
cs nahe, sie so zu verschieben, daB sie alle in eine gerade Linie 
fallen. So gelangt man zu dem allgemeinen Problem des Gleich- 
gewichtes am Hebei, d.h. des Gleicb gewichtes zwisehen beliebigen, 
an Punkten einer geradlinigen Stange angreifenden Elraffcen. Sind 
A X1 A 2 , . . . A n wieder die Angriffspunkte der Krafte, die jetzt in 
einer Geraden g liegen, so hat man diese mit einem beliebig auBer- 
lialb g gewahlten Punkte S durch Strahlen s L , s 2 , ... s }l zu ver- 
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Fig 32 . 


binden. Um dann die Resultante zu bestimmen, stellt man die 
Krafte P 1? P 2 , . . . wieder durcb die Stiicke eines Streckenzuges 

duBlinie G 0 G n die Resultante der 
GroBe und Richtung nacb liefert, 
zieht, da A X A^, A^A Z usw. alle 
die Richtung von g haben, durch 
Cp C7 2 , ... G n die Parallelen zu 
g und schneidet diese durch Par- 
allelen zu $ 1} s 2 , . . . s n derart, daB 
der neue Streckenzug G 0 D X . . . D n 
entsteht, dessen Stiicke den Strah- 
len durch 8 parallel sind. Die Par- 
allele durch 8 zu G 0 D n schneidet 
dann aus g den gesuchten Angriffs- 
punkt A der resultierenden Kraft 
aus. Dieses Verfahren riihrt von 
Hollender her. 

Pur parallels Kr&fte konnen wir ihm, wenn wir die Punkte 
Gq und S zusammenfallen lassen, folgende besonders einfaehe Form 
geben: Man trage die parallelen Kr&fte von der letzten anfangend 
auf einem Strahle c , der von einem beliebigen Punkte G n der Ge- 
raden g aus in der Richtung der Krafte gezogen ist, hintereinander 

ab als die Streeken G n G n _ x , ... 
G 2 C t , C t G 0 . Von dem Punkte O 0 
laBt man dann einen Streckenzug 
C^D X D^ . . . D n ausgehen, dessen 
einzelne Punkte auf den Parallelen 
durch O u G s , ... C n zu g liegen 
und dessen Streeken der Reihe nach 
den Strahlen G 0 A U G 0 A V . . . C 0 A n 
parallel sind. Der Endpunkt D n 
dieses Streckenzuges fallt auf g 
und ist der gesuchte Angriffspunkt 
der resultierenden Kraft, deren 
GroBe durch die Strecke C Q C n ge- 
geben wird. 



Diese Methode ist, wie man sieht, an sich ebenso 
einfach wie das Seileckverfahren, doch diirfte sie die- 
sem in den weiteren Anwendungen an Brauchbarkeit 
kaum ebenbiirtig sein. 



Dreiecksfachwerke. 


53 


Secbstes Kapitel. 

Dreiecksfachwerke init durchlaufendem Diagonalzuge. 

Seiner groBen praktiscben Wicbtigkeit wegen wollen wir zu- 
nacbst noch ein spezielles Facbwerk betracbten, n&mlicb ein Drei- 
ecksfacbwerk, bei dem jedes Dreieck an eine Seite des vorber- 
gebenden Dreiecks derart angefdgt ist, daB die Diagonalstabe 
einen fortlaufenden Streckenzug bilden nnd alle Facber nebenein- 
ander liegen, so daB keine Uberdeckungen yorkommen. Im ersten 
und letzten Facb finden sieb dann zwei Knotenpunkte A und 2?, 
durcb die nur je zwei Stabe des Facbwerkes geben, und von denen 
wir annebmen, daB sie links und recbts das Facbwerk begrenzen. 



Yon der Berandung des Facbwerkes nennen wir das obere zwiscben 
A und B liegende Stuck die obere Gurtung, das iibrig blei- 
bende untere Stuck die untere Gurtung. Der Zug der Dia- 
gonalstS.be nimmt dann seinen Anfang von dem zweiten End- 
punkte A x eines der beiden yon A ausgebenden Stabe und endet 



in dein zweiten Endpunkte A n eines der durcb B gebenden 
Stabe. Dem Diagonalzug folgend sei die Reihe der Knotenpunkte 
A x A % A z ....A n . Dann bat das i ie Facb die Eckpunkte A^A^^ 
insbesondere das erste Fach die Eckpunkte AA X A%, das letzte, 
n tQ Facb die Eckpunkte A rl _ i A n B. Urn sofort ein Beispiel 
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yon einem solcben Facbwerke zu geben, ist in Fig. 35 ein ein- 
facberPoloneeautrager gezeichnet und in Fig. 36 dessen Krafte- 
plan konstruiert. Die Kraffce dieses Kriifteplans geboren jedesmal zu 



den gleicli bezeichneten 
Staben des Facbwerkes. 
Das Dacb ist unter einer 
gleicbfonnig rerteilten 
Last gedachtf auf die 
Knotenpunkte A ± , A 3 , 
A 5 entfallt also die glei- 
che Vertikalkraft P. In 
den Auflagerpunkten 
A , B wirken die Reak- 
tionskrafte vertikal nacb 
aufw^rts; da sie infolge 
der Symmetric der Figur 
gleicb sind und die al- 


gebraische Summe aller Krafte verscbwinden muB, ergeben sie sicb 


beide gleicb |-P. Will man den Krafteplan als eine zusammen- 


bSngende FlScbe auffassen, so bat man sicb bier eine eigentiim- 
licb gefaltete und zusammengelegte Flacbe vorzustellen. 

Ahnlicb ist es bei der folgenden Figur 37. Hier ist das Faeb- 
werk als die linke Halfte eines in seiner oberen Gurtung gleicb- 
fonnig belasteten Paralleltragers anzuseben. Die Spannung U j 



in den Stab AA X als Druckspannung tibertragene Auflagedruek 
gleicb |-P. Danacb nimmt der Krafteplan fur diese Fachwerk- 
balfte die darunter in Fig. 38 gezeicbnete Form an. Den 
Facbern des Facbwerkes y 1? y 2 , . . . y 6 sind die Punkte O v 
<7 2 , • • . Cq im Kr&fteplan, die einen ziekzackformigen Linienzug 
bestimmen, zugeordnet, indem die Spannungskrafte in den Riindern 


Beispiele. 


oo 


eines Faches in dem Krafteplan durch den diesem Facke zu- 
geordneten Punkt gehen. 



Wir wollen nun das Problem fur diese Art von Fachwerken 
ganz allgemein formulieren und losen. 

In den Punkten A t , A 2 , . . . A tl mdgen beliebig gegebene 
auBere Krafte P 15 P 2 , . . . P n angreifen, in den Punkten A , B 
seien dann zwei Krafte angebracbt, P 0 und P w+1 , von denen P„ + 1 
eine gegebene Richtung bat und die derart bestimmt sind, daB 
sie den iibrigen Kraffcen das Gleicbgewicbt balten. Die Bestim- 
mung dieser beiden Reaktionskrafte denken wir uns durcb eine 
Raumkonstruktion ausgefiibrt, indem wir mit X i5 Y i: Z £ die Ko- 
ordinaten der Kraft P i (i ===== 1, 2 , . . . n) bezeicbnen und die Strecken, 
deren Komponenten nacb den raumlicben Koordinatenacbsen diese 
Kraftkoordinaten sind, vom Koordinatenursprung ausgebend zu 
einem Streckenzuge aneinander legen; der Endpunkt dieses 
Streckenzuges babe die Koordinaten 3 E m +i 5 Dn+i? 8/i+i- kt dann 

( 1 ) X n+t = X 1 + - + X n '> f)n+i = Y 1 +--+T H ,&*+i=Z 1 +--+Z n - 

Wenn nun £c 0 , y 0 die Koordinaten von A, X 0 , Y 0 die Kompo- 
nenten der zu bestimmenden Kraft P 0 , die in A angreift, ferner x n + x , 
ij n+1 die Koordinaten von P, und X n+V Y n+1 die Komponenten 
der Kraft P J|+1 , die in B angreift, sind, wenn wir endlicb durcb 
den Winkel a, den sie mit der #-Acbse bildet, die gegebene Ricb- 
tung dieser letzteren Ki'aft festlegen,* so wird 

X n + 1 =^Bcosa 1 Y n + l — It sin c:, 




56 VI. Kapitel. Dreiecksfachwerke mit durchlaufendem Diagonalzuge. 


wobei R die unbekannte GrdBe der Kraft bezeichnet, und ferner ist 

Z n + l = B ( X n +1 sin a - ff H + l COS cr) 

z o — r 0 x o X* Vo 

zu setzen. Die Bedingungen des Gleichgewiehts erfordern aber 
^0= + 1 + ^0 ” %)n + 1 Y » + li Z 0 = Sn + l ^n + V 

und somit ergibt sicb durch Einsetzen dieser Werte vonX 0 , 3T 0 , Z 0 
und der voranstehenden Werte von X n+1 , K w+1 , Z n +i in die 
Gleicbung fiir Z Q fur R die Gleicbung: 

Kl(*0 X n +l ) S ^ n a (#0 "”2//i + 1) cos «]=3«+l + 1 + + 

aus dieser folgt, wenn nicbt 

Oo - *»+i) : Oo — y„+i) = COS a : sin «, 

d. b. wenn, wie wir es annebmen wollen, die gegebene Richtung 
von der der Linie AB verscbieden ist, R in eindeutiger Weise, 
und damit sind die zwei Krafte (X n + 1 Y n+1 Z n+1 )> (X 0 Y 0 Z 0 ), 
welcbe den windscbiefen Streckenzug der Krafte zu einem ge- 
schlossenen windscbiefen Polygon macben, gefonden. 

Wir wollen jetzt die Reihenfolge der Krafte in diesem wind- 
scbiefen Polygon andern, indem wir sie in der Reihenfolge eines 
Umlaufes um den Rand des Fachwerkes nehmen. Dies bedeutet 
fur die Indices ihrer Koordinaten die Reihenfolge 

1 , 3 , 5 , . . . n — 1 , n + 1 , n , n — 2 , . . . 2 , 0 , 

wenn n gerade, und 

1 , 3 , 5 , . . . n — 2 , fi, n + 1 , n — 1 , . . . 2 , 0 , 

wenn n ungerade ist. So entstebt ein neues windschiefes Polygon, 
dessen Ecken in der nun gew'dhlten Reihenfolge die Koordinaten 

0*1 <81)5 (^2? ^2? 82) ? • • • (j&n+ 2’ i 9 /i + 2> 8^ + 2) 

baben mogen. Es wird dann 

*1-^, ®i = *i, 81-^1 

X* = ^ + x t , % = Y t + r„ & = Z x + z,. 


^ft + 2 *0. ^rt + 2 *0, Sn + s Z 0‘ 


( 2 ) 




Analytische Theorie 


57 


Wir fuliren nun auch die Koordinaten der inneren Krafte ein, 
die in dem Streckenzuge der Diagonalstabe 0 1 2 3 ... (n + 1) 
wirken und an den Knotenpunkten der Gurtung 0, 2, 4..., n -\- 1 an- 
greifen: 

(*103 -^105 *10,^3 * v *12 3 *12 3 *12)3 (*S2 3 -^32 3 *82 * HSW. 

nnd setzen: 

^1 *103 Si ~ *10: 3 i 1=3 Z 10 , 

^ - x 10 + x 12 , w - x 30 + r 12 , 3 / - *10 + -Zu, 

( 3 ) 363' = x 10 + x u + x 82 , r s = r w + r lt + r 32 , 

3's “* *10 + *12 + *323 


Die inneren Krafte in den noeh. fehlenden Randstaben be- 
stimmen wir aus den Bedingungen des Gleiehgewichtes an den 
einzelnen Knotenpunkten. Wir finden so z. B. 

*18 = ~ *31 - *1 + *01 + *21 ^ 3^—36',, 

und analog 

0u = §)i- 0.', &. - & - 8V 

Ebenso wird 

*35 = *3 + *13 + *23 + *43 5=5 ^2 “* 32 4? 


und analog 
allgemein ist 

w 

Feraer wird 


allgemein 

( 5 ) 


Sso — S2 S 4? 3 s 5 — Ss -84 3 

f *2 2-1, 2 i + 1 ~ ^2z 5 

I *2 * — 1, 2 i + 1 = 0» S 2 * 3 

'*2»-l,2i + l ~ Sj &2i * 

*20 “ *0 *10 “ ^;i+2 ^1 3 


y 2 o 

S» + 2 “ 

Si 3 *20 

8jt + 2 


'« + ! " 

-3f 3 ', *42 

-0. + 1- 

- Ss', *42 

= 3, 


f *2 i + 2 , 2 i 

y 

*«+2 -i 

v ' 

^2t + 13 



Y 

I x 2i+2,2i 

= S 71 +2 — i 

Ssi + 13 



t *2i + 2,2t 

< 3n + 2 — i 

Sai + l* 
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Damit ist die Bestimmung der inneren Krafte vollendet, und diese 
ergeben sicb in der geometriscben Deutung als die geradlinigen Ver- 
bindungsstrecken einer Raumfigur, die durch die Punkte © 0 , (£*, 
E 2 ,...S b+2 und (£/, ©/, . . . * gebildet wird, wobei © 0 der Koordi- 
natennrspmng ist und (S z - die Koordinaten s 2) t -, 3 Z , ©y' die Ko- 
ordinaten 3^', s 2) ; ', 3/ bekommt. Die Strecken des Streckenzuges 
uns die auBeren Krafte, die Strecken des 
Streckenzuges © 0 ' ©/ © 2 * . . . die inneren Krafte in den Diagonalen. 
AuBerdem ist allgemein (£ s \ mit © f , © 2 ' t+1 ^n + 2-z verbunden. 

Die Projektion dieser Figur auf die Grundebene liefert den ebenen 
Krafteplan, in welchem die sSmtlichen in dem Facbwerk wirkenden 
Krafte der GroBe und Richtung nacb dargestellt sind. 

Wir baben nun nachzuweisen, daB die reziproke Figur des 
raumlichen KrSfteplans durch ihre Projektion auf die Grundebene 
das Fachwerk selbst mitsamt den Wirkungslinien der auBeren 
Kr&fte liefert. Um diesen Kachweis moglichst einfach und an- 
schaulich zu geben, betrachten wir zunachst die Nullebenen der 
Punkte © x , © 2 , © 2 ', © 3 ', © d ' und zeigen, daB sie alle funf durch 
einen Punkt 2( 3 iiber A 3 gehen. Ihre Gleichungen lauten: 

3i — * = ?)t -f — Xj ij, 

3a ® ~ D 2 J - ^2 2/' 

Si' — * = %' x — IV 1/, 

3s' - - = %' x - iV U , 

3/ — * — 9V * — if. 

Es wird nun 

^32 5=1 -^32 -^32 Vz » ^84 ~ ^ Si X S -^34 ^3 J 

wenn x 3 , y z die Koordinaten von A s sind, weil dieser Punkt auf 
den Wirkungslinien der inneren Krafte in den Staben 23 und 34 
liegt , daher werden fur a? = r 3 , y — , infolge der Bedeutung 

der GroBen 36 2 ', s $/, 82 etc., die letzten beiden der vorstehenden 
funf Gleichungen mit der dritten identisch. Sie liefern also alle 
drei denselben Wert 

*3 * (^10 + ^12) Q10 + ^12) ‘ r 3 + (^01 + ^21) Ik ’ 

Da aber weiter die Gleichung 

= ^3 x i ~ ^"3 y $ 
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besteht, wird die zweite der ffinf Gleichungen fur ./* — // «= y ?t 

mit der ersten identiseh, und diese liefert fur diese Werte von x, y 

*3 = ^1 ^1 t lit* 

Addiert man hierzu die ebenfalls erfiillte Gleiehung 
9 = 3-31 ^3 *T -^31 Us 5 

so ergibt sich 

*Z = ^1 + ^3l) ~ (Tl + Isi) a 3 + (-^1 + ^3l) i/a? 

imd somit wird r 3 = z z: denn infolge des Gleiehgewichtes am 
Punkte A 1 ist 

(A x + X si ) = ( X 10 + X i2 ) etc. 

Die fiint* Ebenen gehen demnacb wirklich alle durch denselben 
Punkt 2f :J uber A z hindurch, und Ahnlich.es ergibt sich auch fiir 
alle anderen Knotenpunkte. Kehmen wir also von der Nullebene 
jedes Punktes nur das Stuck, das fiber dem i ten Fache liegt, 
so erfiillen diese ebenen Flachenstiicke insgesamt eine Polyeder- 
schale, die fiber dem Fachwerke liegt, und zwar wird die Ordi- 
nate des tiber A t liegenden Eekpunktes dieser Polyedersehale 

(e) = s;_i - s;_i + x;_i y, 

Beriicksichtigt man die Werte (3) von __ x , §)(__ x , 3j_n so 
kann man diese Gleiehung folgendermaflen deuten: Die Ordinaten 
werden angegeben durch die statischen Momente der in den Dia- 
gonalen (links von einem sie alle durchschneidenden Wege) wir- 
kenden Krafte, genommen in der Reihenfolge des Diagonalzuges 
und fortgefiihrt bis zu dem Knotenpunkte, fiir den das statische 
Moment genommen und in ihm als Ordinate aufgetragen wird. 

Die Kullebenen y i der Punkte % wollen wir nur bis an die 
Polyedersehale heranreichen lassen. mit der sie je eine Kante 
des Randes gemein haben, und sie auch immer nur bis zur Schnitt- 
linie mit der naehstvorhergehenden und der n&chstfolgenden der 
KTullebenen y nehmen. Die Projektionen dieser Schnittlinien sind 
die Wirkungslinien der auBeren Krafte, weil sie jedesmal durch den 
Raumpunkt 2l f fiber dem Angriffspunkt A. der betreffenden iiuBeren 
Kraft hindurchgelien und ihre Richtung mit der Richtung der 
Kraft, die durch ihre auf die Grundebene projizierte reziproke 
Polare geliefert wird, ubereinstimmt. So erhalten wir eine zelt- 
formige Raumfigur fiber dem Fachwerk, deren Decke aus drei- 
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eckigen Facetten bestebt. Diese Facetten liegen fiber den F&cbern 
des Facbwerkes, und die W&nde des Zeltes besteben aus vier- 
eckigen Stricken, die uber den Wirkungslinien der auBeren Kr&fte 
aneinander stoBen. 




Von dieser Zeltfigur ist die Fignr 
des Kr&ffceplans die reziproke Figur 
in dem Nullsystem. Ihre Ecken sind 
die NuHpunkte der ebenen Flacben 
der ersten Figur, und jeder Linie, in 
der zwei benacbbarte Flacben der Zelt- 
figur aneinanderstoBen , ist die Ver- 
bindungsstrecke zweier Eckpunkte in 
der Figur des Krafteplans zugeordnet, 
die, auf die Grundebene projiziert, eine 
der an oder in dem Fachwerke wirken- 


den Krafte der GroBe und Ricbtung nach darstellt. 

Um hiervon eine anscbaulicbe Darstellung zu geben, ist in 
der nebenstebenden Abbildung die Zeltfigur fur ein ganz ein- 
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faches Fachwerk, das aus drei gleichseitigen Dreiecken besteht, 
gezeichnet worden. Das Fachwerk ist in den Knotenpunkten 
A t , A a , A s durch Yertikalkrafte von der gleichen GroBe P be- 
lastet, und der Auflagerdruck in A und JB stebt zu bestimmt 
geneigten Linien a, b senkrecht. Fur einen KrSffcepol 0 ist das 
Seileck S 0 S 1 S s S 4; S a S Q gezeichnet. Die Zeltfigur ist im AufriB 
durch die Eckpunkte 21, 21 1? 9C 2 , 2l 3 , 35 bestimmt. Yon diesen 
Eckpunkten denken wir uns nach den zugehorigen Ecken des 
Seileckes in der Grundebene die Linien gezogen. Sie begrenzen 
die Wande des Zeltes oder bilden, wenn wir uns die W&nde fturt- 
genoxnmen denken, die Zeltleinen. 


Siebentes Kapitel. 

Bestimmte Facliwerke. 

Die bis jetzt betrachteten Fachwerke sind nur spezielle Falle 
viel aUgemeinerer Gebilde. Im allgemeinsten Sinne konnen 
wir als ein Fachwerk eine geometrische Figur bezeieh- 
nen, in der eine gewisse Anzahl Punkte durch so viel 
Yerbindungsstrecken verbunden sind, da£ durch jeden 
Punkt mindestens zwei dieser Strecken gehen. Die Punkte 
heiBen die Knotenpunkte, die Yerbindungsstrecken die Stabe 
des Fachwerkes. Die Anzahl der ersteren sei 7c, die Anzahl der 
letzteren s. 

Wir fiihren sofort ein rechtwinkliges Koordinatensystem ein, 
dessen Ursprung wir in einen Knotenpunkt legen und dessen 
7/-Achse wir mit einem der Stabe des Fachwerkes zusammenfallen 
lassen. Dann werden fur den ersten Knotenpunkt die Koordinaten 

“ °> Vi ™ °* 

Fiir einen zweiten Knotenpunkt werden die Koordinaten x a , y a , 
wobei 

x a — 0 , 

and nun wollen wir weiter mit (x % , ?/ 3 ), ... (x k , y^) der Reihe 
nach die Koordinaten der hbrigen Knotenpunkte bezeichneu. Im 
ganzen erhalten wir 2 7c — 3 von Null verschiedene Knotenpunkts- 
koordinaten. 

Jeden Knotenpunkt bezeichnen wir durch den Index seiner 
Koordinaten. Die Lange des Stabes, der die Knotenpunkte mit 
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den Indices a, b verbindet, bezeicbnen wir mit s a6 , femer mit (p a/j 
den Winkel, den die Richtung dieses Stabes mit der positiven 
ir-Acbse einscbliefit. Es wird, damn 

(1) *6 — = S al • C0S 9>«M Vb ~ V„ = -5,6 ' sin <p ab , 

und somit folgt umgekelirt 

s al ~V(*b — r aY + (> 4 - V a )\ 


( 2 ) 


C0S fab = 





V b ~ 2/ a 
s ab 


In seiner volligen Allgemeinheit wollen wir aber das Facb- 
werk nicht betrachten. Wir wollen vielmehr annebmen, das Facb- 
werk sei bestimmt, oder genau gesprocben, kinematiscb be- 
stimmt. Das bedeutet: es ist, wenn ein Knotenpunkt und die 
Ricbtung eines durcb ibn gebenden Stabes festgebalten wird, 
keine endlicbe oder unendlicb kleine Verscbiebung irgendwelcber 
Knotenpunkte in der Ebene des Facbwerkes moglicb, bei der sicb 
nicbt die Langen gewisser Stabe andern, dagegen wird diese 
Eigenscbaft sofort zerstort, sowie man einen einzigen Stab des 
Facbwerkes entfemt. Mit anderen Worten, die Unverscbieblicb- 
keit der Teile des Facbwerkes wird gerade durcb die vorbandenen, 
aber nicbt durcb eine geringere Anzabl Stabe gewabrleistet. Jeder 
weiter binzugef&gte Stab ware ein iiberzahliger Stab, d. b. er 
kbnnte wieder entfemt werden, obne dab die kinematiscbe Be- 
stimmtbeit des Facbwerkes darunter litte. 

Wir wollen nun die analytischen Bedingungen fur die Be- 
stimmtbeit des Facbwerkes zu formulieren sucben. Wir bescbranken 
uns darauf, unendlicb geringe Lagenanderungen der Knotenpunkte 
in Betracht zu zieben, die obne Anderung der Stablangen aucb 
unmoglicb sein miissen, wenn das Facbwerk ein unyerscbieb- 
licbes Geftige darstellt. Wir wollen fur eine unendlicb kleine 
Verscbiebung des Knotenpunktes mit dem Index a die Kompo- 
nenten nacb den Koordinatenachsen mit ij a bezeicbnen. Den 
ersten Knotenpunkt wollen wir festbalten, es wird also ~0, j) L =0. 
Ebenso wollen wir die (mit der y- Acbse zusammenfallende) Ricb- 
tung des Stabes (12) festbalten, es wird also aucb | a — 0. 

Das Quadrat der Lange Kb des Stabes ( ah ) wird nun nacb 
der Verscbiebung 

l ab = (*» + k ~ *« - S'J 2 + Qlb + >lb ~ Ha ~ Va) 3 - 
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Ziehen wir hieryon das Quadrat der urspriingliehen Lange ab, so 
finden wir fur den Zuwachs dieses Quadrates bei Yeraachlassigung 
der Glieder, welche die unendlich kleinen GroBen £, 7 ] zur zweiten 
Dimension entbalten, 

2 [(•'* - O (|» - 5 a) + 0 h - l/a) (% - >/.,)]• 

Die so bestimmte Anderung des Quadrates der Stablange miiBte 
aber genereU yerschwinden, wenn eine Yersehiebung mit unyer- 
anderten Stablangen moglich ware. Wir gelangen demnaeh zu 
dem Gleichungssystem: 

(3) (x b — r a \ (S A - | a ) + (jhj - l/ a ) (% ~ V„) = 

das aus s Gleichungen, namlich so yiel Gleichungen, wie Stabe 
vorbanden sind, besteht. 

Da = 0, % = 0, | 2 = 0 sein soil, ist die Anzahl der mog- 
licherweise von Null yerschiedenen GroBen §, 7 ] in den yorstehen- 
den Gleichungen, kurz gesagt die Anzahl der Unbekannten, gleich 
2 7 j — 3. 

Nehmen wir nun zunachst an, die Anzahl der Gleichungen s 
sei < 2 To — 3, d. h. kleiner als die Anzahl der Unbekannten. 
Dann lassen sich fur die letzteren immer unendlich yiele Kombi- 
nationen yon wenigstens zum Teil yon Null versehiedenen Werten 
bestimmen, fur welche die s Gleichungen erfullt sind, d. h. es ist 
eine Yersehiebung der betrachteten Art ohne Anderung der Stab- 
langen immer moglich, und das Fachwerk ist nie bestimmt. 

Nehmen wir aber s = 2k — 3 , so ist in dem System homo- 
gener linearer Gleichungen die Anzahl der Unbekannten gerade 
gleich der Anzahl der Gleichungen, und die letzteren sind nur 
dann fur wenigstens teilweise yon Null yerschiedene Werte der 
Unbekannten erfullbar, wenn es sich gerade so fiigt, daB bei 
Elimination yon s — 1 Unbekannten aus den Gleichungen die 
letzte Unbekannte ebenfalls herausfallt. Dies bedeutet aber das 
Yerschwinden des bei der Elimination als Koeffizient der letzten 
Unbekannten auftretenden Ausdruckes z/, der die Determ in ante 
des Gleichungssystemes heiBt. 

Wenn also die Zahl der Stabe s — 2 1c — 3 ist und die 
Determinante wird, so ist eine Yersehiebung der 

Teile des Faehwerkes gegeneinander ohne Anderung 
der Stablangen unmdglich. Dies ist aber auch bei 
keiner geringeren Zahl yon Staben der Fall, und die 
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gefundenen Bedingungen sind demnacli die notwen- 
digen und binreicbenden Bedingungen dafiir, daB das 

5 Facbwerk kinematisch be- 
stimmt ist. 

Ein Beispiel fiir ein Facbwerk, 
das, obwobl es die genugende 
Anzabl Stabe besitzt, kinematiscb 
unbestimmt ist, stellt die neben- 
stebende Figur dar, in der durcb 
die punktierten Linien eine mo g- 
liche unendlieb kleine Verscbie- 
5 bung des reebten Dreiecks gegen 
das linke Dreieck angedeutet ist. 

Wir lassen nun in irgendwelcben Knotenpunkten des Facb- 
werkes SuBereKrafte angreifen, und zwar nennen wir die Kom- 
ponenten der in dem Knotenpunkte a angreifenden Kraft X a , Y a , 
indem wir immer X a =» 0, Y a = 0 nebmen, wenn gerade in dem 
betreffenden Knotenpunkte keine aufiere Kraft angreiffc. Wir 
wollen nun sucben, in den Staben des Facbwerkes Paare ent- 
gegengesetzt gleicber innerer Krafte oder Spannungskrafte 
derart anzubringen, daB an jedem Knotenpunkte Gleicbgewicbt 
bestebt. Wir nennen bierbei die Komponenten der Kraft, die in 
dem Stabe ( ah ) an dem Knotenpunkte a angreiffc X ba , Y ba . Die 
Komponenten der Kraft, die in demselben Stabe an dem anderen 
Knotenpunkte angreiffc, sind dann 

00 . _ X ab = -X ba ,Y ai = -Y ba . 

Da die Kraffcricbtung mit der Stabricbtung zusammenfallt, finden 
wir sofort 



( 5 ) X ba = S ab Q0S( Pba, X ba =* S ba sin 9>a6> 

wobei S ba eine positive oder negative Zabl bedeutet, die wir als 
die Stabspannung bezeicbnen. Ist S ba > 0, so sind die Krafte 
in dem Stabe aufeinander zu, ist S b a < 0, so sind sie voneinander 
w eg gericbtet. Im ersten Falle sprecben wir von einer Zugspan- 
nung, im letzteren von einer Druckspannung.*) Durcb Ein- 
setzen der Weii:e von cos <p aM sin cp ab ergibt sicb 



y q 

A ba — °ba ~ ^ J 


* ab 


L ba 


S, 


ba 


Vb — y a 

s ab 


*) In den Figuxen ist Zugspannung durcb ein beigesetztes 
Druckspannung durch — bezeicbnet. 
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Analog wird 


(6 a'} 




$ a h 


X b 


r, 


s„ 


y* — y>, 

s a h 5 


und da diese Werte den vorigen entgegengesetzt gleich sein 
sollen. muB 


( 7 ) 


S' 


J b a 


angenommen werden. 

Wenn an jedera Knotenpunkte Gleiehgewicht heirscht, so muB 
auch zwischen den SuBeren Kraften Gleiehgewicht bestehen, d. h. 
es sind die drei Gleiehungen erfullt 


(8) J2X = 0, ^7=0, 0, 

n n a 

die Summation fiber alle Knotenpunkte erstreckt, wobei 
Z n = Yx — Xu 

ct tt n, a^a 

gesetzt ist. Diese Gleiehungen resultieren in der Tat, wenn man 
die Gleiehungen, die far jeden einzelnen Knotenpunkt gelten, 


Xa + ^a~ o, r ( +^r Ao =o, z a +j£z ta - o 

6 b b 

fur a =*= 1 , 2 , . . . 7c bildet und dann die Summation nach diesen 
Indices ausfuhrt. Hierbei heben sich die von den inneren Kraften 
herruhrenden Bestandteile wegen der Relationen (4), aus denen 
auch Z ab — — Z ba folgt, paarweisc weg, und es ergeben sich die 
obenstehenden Gleiehungen. 

Yon den drei fur den Knotenpunkt a aufgestellten Gleiehungen 
ist die letzte, da 

^-a^a ^ ba ^ba^a ^ baVa 

ist, eine einfache Folge der ubrigen. Setzt man in diese die Werte 
von ba i ^ ba aus (6) ein, so werden sie 

0 ) *ai J£ G l>a(yi>-y*)-= — r «> 

b b 

indem wir die spezifischen Spannungen 

(10) **.-ff* 

b ba 

einfuhren. Wir fragen nun, wann das Spannungsproblem ein- 
deutig bestimmt ist, d. h. welches die notwendigen und hinreichen- 
Timerding, Krdfteplane. 5 
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den Bedingnngen dafiir sind, daB die Gleichungen (9) ftir die 
spezifischen Spannungen 6 ha eine und nur eine Losung lie fern. 

Die erste Bedingung ist die, daB die Anzahl der linearen 
Gleichungen mit der Anzahl der Unbekannten nbereinstimmt. Die 
Anzahl der Unbekannten ist gleich der Anzahl der Stabe, also s. 
Die Anzahl der Gleiehnngen ist zunachst .gleich der doppelten 
Anzahl der Knotenpunkte, also 2Jc. Da aber die drei Gleichungen 
(8), welche die Unbekannten <s ba nicht mehr enthalten, eine Folge 
der Gleiehnngen (9) sind, sind die letzteren nicht alle unabhangig 
voneinandei', vielmehr lassen sich drei nnter ihnen aus den iibrigen 
herleiten, und diese drei Gleichungen konnen wir weglassen, da 
sie in Riicksieht anf die Beziehungen (8) von selbst erfullt sind, 
wenn die iibrigen befriedigt werden. Wir wahlen dafiir die zwei 
Gleichungen ftir den Knotenpunkt 1 und die erste Gleichung fur 
den Knotenpunkt 2. Die iibrigen 2 & — 3 Gleichungen dienen 
dann dazu, die & Werte <s ba zu bestimmen, und daher muB wieder 

(11) s = 27c -3 
sein. 

Diese Bedingung allein ist aber nicht hinreichend, urn die 
Mogliehkeit und Eindeutigkeit der Losung erkennen zu lassen. 
Naeh dem, was wir bereits friiher gesehen haben, ist hierzu noch 
erforderlich, daB, wenn man aus den s Gleichungen s — 1 der Un- 
bekannten eliminiert, auf der linken Seite nicht auch noch der 
resultierende Koeffizient der letzten Unbekannten verschwindet. 
Dies aber ist auch die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir, daB die s homogenen Gleichungen 

(12) — x a ) = o, y< 3 ba {y b — ?o = o 

nicht anders erfullt werden kdnnen, als indem man alle 6 ba ~ 0 
setzt. Multiplizieren wir diese Gleichungen der Keihe nach mit 
unbestimmten Koeffizienten i] 27 £ 3 , und addieren 

sie, so konnen wir wegen G ba = 6 ah das Resultat in folgender 
Form sehreiben 

(13) 2 a ab\L X b ~ X a) (S» — O + (% — Va) (Vb ~ V a )~] = 

a , b 

Setzen wir in dieser Gleichung den Inhalt der eckigen Klam- 
mer generell gleich 0, so kommen wir auf die Gleichungen, zu 
denen uns das Problem der Idnematischen Bestimmtheit fuhrte, 
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zuriick- Es ist nun sofort zu sehen, daB, wenn das Eachwerk 
nicht kinematisch bestimmt ist, es auch nicht statiseh be* 
stimmt sein, d. h. keine eindeutige Losung des Spannungsproblems 
liefern kann. In der Tat erkannten wir als die Bedingung der 
kinematiscben Unbestimmtbeit, daB die s Gleicbungen (3), mit 
gewissen Faktoren, die wir dureh a ab bezeiebnen konnen, multipli- 
ziert und addiert, ein identiscb verschwindendes Resultat liefern. 
Dann aber ist die vorstehende Gleicbung fur diese Werte der 
die nicht alle verschwinden konnen, hinsicbtlieh der rj a , . . . 
identisch erfullt, und mithin sind auch die vorhergehenden Glei- 
chungen (12) erfullt, ohne daB alle a ab verschwinden, das Faeh- 
werk ist sonach auch statiseh unbestimmt. Umgekehrt ist jedes 
statiseh unbestimmte Fachwerk, da sich dieselbe SchluBweise auch 
riickwarts ausfuhren laBt, gleichzeitig kinematisch unbestimmt, 
und daraus folgt, daB auch jedes kinematisch bestimmte 
Fachwerk zugleich statiseh bestimmt sein mufi. Deswegen 
bezeichnet Fdppl solche Fachwerke kurz als bestimmte Fach- 
werk e. Schur nennt sie einfaehe Fachwerke. 

Wir wollen nun den Begriff des Fachwerkes noch enger um- 
grenzen, indem wir ein schlicht gebautes Fachwerk dadureh 
definieren, daB sich die in ihm vorkommenden Stabe als 
die Umrandungen einer Reihe von Polygonen auffassen 
lassen, welche einen Teil der Ebene einfach und ein- 
faeh zusammenh&ngend, d.h. ohne im Inneren eine Lueke 
zu lassen, iiberdecken. Es folgt dann sofort, daB in einem 
solchen Fachwerk ein Stab hochstens zweien der Polygon© oder 
F&cher angehoren kann, denn sonst miiBte wenigstens auf der 
einen Seite von ihm eine doppelte tlberdeekung stattfinden. Die 
Stabe, die nur einem Fache angehoren, bilden den Rand des 
Fachwerkes, und wir unterscheiden auf diese Weise wieder Rand- 
und Diagonalstabe. Der Rand des Fachwerkes ist ein Polygon, 
dessen Ecken wir als die auBeren Knotenpunkte des Fach- 
werkes von den ubrigen, inneren Knotenpunkten scheiden wollen. 

Wir machen ferner die weitere Voraussetzung, daB alle auBeren 
Kraffce in den auBeren Knotenpunkten des Fachwerkes angreifen. 
Dann wollen wir das Fachwerk ein schlicht belastetes nennen. 
Ein Fachwei'k, das schlicht gebaut und schlicht belastet ist, soil 
kurzweg als ein schlichtes Fachwerk bezeichnet werden. 

Gehen durch einen inneren Knotenpunkt I eines solchen 
Fachwerkes vier Stabe mit paarweise entgegengesetzt gleichen 
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Richtungen, so rotissen auch die zugehorigen Sp annungskrafte, damit 
Gleicligewicht besteht, wie leicht nachzuweisen ist, paarweise ent- 
gegengesetzt gleich werden. Sie zerstoren sick also unmittelbar 
und lassen in den anderen Endpunkten der in eine gerade Linie 
fallenden beiden StM.be wieder zwei entgegengesetzt gleicbe Span- 
nungskrMfte ubrig. Diese beiden StMbe kann man sonacb als einen 
einzigen Stab anseben nnd ebenso die beiden anderen StMbe, also 
den inneren Knotenpunkt I als solcben wegfallen lassen nnd ihn 
als einen tJberschneidungspunkt ansehen. Solcbe einfache 
tJberscbneidungen konnten demnacb zu Anfang vorhanden sein. 
Man wurde sie, um eine einfache Uberdeckung der Ebene durch 
die Facher des Fachwerkes zn erreicben, durch einen Knotenpunkt 
der vorerwMbnten Art zu ersetzen haben. 

Ebenso kann man, wenn eine MuBere Kraft in einem inneren 
Knotenpunkte angreift, docb so, daB ihre Wirkungslinie keinen 
zweiten Knotenpunkt des Fachwerkes enthalt, jeden Punkt, in dem 
diese Wirkungslinie einen Stab des Fachwerkes schneidet, als 
einen neuen Knotenpunkt des Fachwerkes einfuhren und in ihm 
zwei entgegengesetzt gleicbe Krafte, von denen die eine die GroBe 
und Ricbtung der auBeren Kraft hat, anbringen. Die letzte dieser 
KrMfte, die in einem Punkte auf dem Rande des Fachwerkes an- 
greift, sehen wir als die neue MuBere Kraft an, wahrend wir die 
ubrig bleibenden Krafte paarweise als SpannungskrMfte in neu 
einzufugenden Staben, die alle in die Wirkungslinie der ursprung- 
licben MuBeren Kraft fallen, deuten. In jedem der durch die neuen 
Knotenpunkte abgeteilten Stabe sind an diesen Knotenpunkten zwei 
entgegengesetzt gleicbe KrMfte von der GroBe der ursprunglichen 
SpannungskrMfte des Stabes einzufiigen, damit aucb in den Teilen 
des Stabes die SpannungskrMfte zu Paaren entgegengesetzt gleicber 
KrMfte auftreten. 

Durch dieses Verfabren ist es mbglicb, die scbeinbar stark ein- 
schrMnkenden Voraussetzungen des schlichten Fachwerkes viel 
weiter auszudebnen und einen sebr allgemeinen Typus von Facb- 
werken unter ihnen zu begreifen. 

Das Spannungsproblem kann man allgemein in der Weise be- 
bandeln, daB man die Bestimmung der Spannungen in einem be- 
stimmten Fachwerke mit h Knotenpunkten auf das gleicbe Problem 
fur ein Facbwerk mit h — 1 Knotenpunkten zuruckfuhrt. Fur ein 
Facbwerk mit der geringsten Zabl, nMmlich 3 Knotenpunkten, 
d. b. fiir ein einfacbes Dreieck, ist die Spannungsbestimmung 
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sieber moglicb. TVeist man also nacb, daB das Spannungsproblem 
fdr jedes Facbwerk mit 7c Knotenpunkten losbar ist, wenn es for 
jedes Facbwerk mit 1: — 1 Knotenpunkten gelost werden kann, 
so ist die Losbarkeit des Problems allgemein nacbgewiesen, denn 
fur 3 Knotenpunkte ist es losbar, also aucb fur 4, mithin weiter 
fiir 5 usf. 

Die Reduktion von 7c auf 7: — 1 gesekiebt in der Weise, daB 
man zunacbst den Fall abscbeidet, wo in dem Facbwerk ein Knoten- 
punkt A m vorkommt, durcb den nur zwei StS.be geben. Dann 
sind die Spannungen in diesen Staben, die wir scbon friiber be- 
nutzt baben, sofort zu finden. Fubren wir nun die Spannungs- 
krafte ein, die in den beiden Staben an ibren zweiten Endpunkten 
A p , A q angreifen, so kann man den Knotenpunkt A m , da die drei 
an ibm angreifenden Krafte sicb das Gleicbgewicbt balten, ganz 
weglassen, die an A p und A q angreifenden Krafte zu je einer Re- 
sultierenden vereinigen, und bebalt ein bestimmtes Facbwerk mit 
7t — 1 Knotenpunkten und gegebenen auBeren Kraften iibrig, wo- 
mit die yerlangte Reduktion ausgefiibrt ist. 

Entbalt das Facbwerk mit h Knoten aber keinen einzigen 
Knotenpunkt, durcb den nur zwei Stabe geben, so entbalt es sicber 
einen Knotenpunkt, durcb den drei Stabe geben. Denn gingen 
durcb jeden Knotenpunkt vier Stabe, so ware die Zabl s der 
Stabe die Halffce von 47j, also 2 ft, w&brend sie, wie wir saben, 
27c — 3 sein muB. 

Wii' nebmen also einen Knotenpunkt A m , durcb den nur drei 
Stsbe geben, und nennen A p , A q , A r die anderen Endpunkte dieser 
Stabe. Dann sind wenigstens zwei der letzteren drei Punkte mit- 
einander nicbt durcb einen Stab verbunden, denn waren sie es 
alle, so kdnnte von den drei Staben durcb A m einer weggelassen 
werden, obne die kinematiscbe Bestimmtbeit des Facbwerks zu 
st8ren, da ein Punkt immer fest ist, wenn er mit zwei festen 
Punkten fest verbunden ist. LaBt man demnacb einen der drei 
Stabe durcb A m w eg, so mtissen wenigstens zwei der Punkte 
A , A p , A r gegeneinander verscbiebbar werden, denn waren sie 
alle in ibrer gegenseitigen Lage fest, so genugte es, A m mit 
zweien von ibnen zu verbinden. Es konnen aber aucb nicbt 
mebr als zwei der drei Punkte, etwa A und A g1 in ibrer gegen- 
seitigen Entfemung veranderlicb sein, denn waren die Ent- 
fernungen eines der drei Punkte von den beiden ubrigen ver- 
anderlicb, so bliebe eine Verscbieblichkeit besteben, aucb wenn 
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die drei Punkte mit A m fest verbunden wiirden. Fiigen wir nun 
den Stab A p A q ein, so konnen wir den Stab A r A m fortlassen, 
oline die statisebe Bestimmtbeit des Facbwerkes zn storen. Es 
laBt sich also immer durch Fortnebmen eines Stabes und Hin- 
zufugung eines andern ein bestimmtes Fachwerk in ein andres 
verwandeln, in dem dureb mindestens einen Knotenpunkt nur 
zwei Stabe geben. 

Z. B. wird das in der beistebenden Figur gezeicbnete Facb- 
werk, bei dem dureb jeden Knotenpunkt drei St8.be geben, dureb 

Fortnahme des Stabes r und 
Hinzufugung des Stabes s in ein 
gewohnlicbes Dreieeksfacbwerk 
verwandelt, bei dem dureb die 
Knotenpunkte A und B nur zwei 
Stabe geben. LaBt man diese 
beiden Stabe z. B. bei B w eg, so 
bleibt ein bestimmtes Facbwerk 
mit k—1 Knotenpunkten ubrig. 
B Fugt man dem nrspriing- 
licben Facbwerk den neuen Stab 
binzu, obne den alten fortzunekmen, so bat man ein statisch un- 
bestimmtes Facbwerk mit einem Grade der Unbestimmtheit vor 
sicb. Wir bebandeln dieses Facbwerk so, daB wir zunaebst in 
den Staben A m A p , A m A qJ A m A r drei SpannungskrSfte B, Q, R 
bestimmen, die in A m der auBeren Kraft das Gleicbgewicbt 
balten. Diese Krafte sind niebt eindeutig bestimmt; sind aber 
■P] R t und ■p*. Q 2 , R% zwei Wertekombinationen fur sie, die der 
geforderten Bedingung geniigen, so ist jede andere Wertekombi- 
nation yon der Form 
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p — jjk ~b jjj n — 9. 1 t> — % a -xr* 

wobei X willkurlich bleibt. Sind namlicb <p p1 cp q , cp r die Winkel, 
welcbe die Ricbtungen der Stabe A m A p , A m A q , A m A r mit der 
positiven #-Acbse einschlieBen und Y m die Komponenten der 
auBeren Kraft in A m , so sind die zu erfiillenden Gleicbungen fflr 
P,<2,R 

JP cos (pp -f- Q cos cp g + R cos cp r = X 7iP 
B sin <p p + Q sin (p q + R sin <p r = Y m , 
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und aus zwei LSsungen P x , Q t , H 1 und P 2 , Q 2 , i? 2 dieser Glei- 
clmngen setzt sieh die allgemeine Ldsung in der angegebenen 
Weise zusanimen. Fiigt man die den Kraften P, <J>, P entgegen- 
gesetzt gleichen Kraften in den Punkten A p , A tJ , A r hinzu und 
laBt die drei Stabe durch A m weg, so lafit sieh in dem statiseh 
bestimmten Fachwerke mit 7c — 1 Knotenpunkten, das so entsteht, 
die Spannung nach Yoraussetzung in jedem Stabe ermitteln. Ins- 
besondere mSge die eine der Spannungskrafte in dem Stabe A p A tj 
S sein. Dann ist dies S von der Form 

Si+XS, 
b 1 + X ’ 

wo S t die Spannung, die sieh for die Krafte P lt B 1 ergibt, 
und # 2 die analoge Spannung fur P 2 , $ 2 , i? 2 ist. Macht man nun, 
wenn nicht sehon S\ oder S. 2 gleich null wird, 

so wird diese Spannung 0, der Stab A p A kann wieder weg- 
gelassen werden, und es ergibt sieh ein Spannungszustand in dem 
urspriinglieh gegebenen Fachwerke mit 7c Knotenpunkten, der den 
gegebenen auBeren Kraften entspricht, womit das Problem ge- 
lost ist. 

Diese Betrachtung zeigt auch, daB die Zahl der Facher immer 
um 1 Yermindert wird, wenn man die Zahl der Knotenpunkte 
um 1 herabsetzt. Denn nimmt man einen Knotenpunkt fort, durch 
den nur zwei Stabe gehen, so ist dies unmittelbar einleuchtend. 
Gehen durch den Knotenpunkt aber drei Stabe, so werden durch 
seine Fortnahme zwei Facher entfernt, aber durch den neu einzu- 
setzenden Stab wieder ein Fach hinzugefiigt, die Behauptung ist 
also auch dann richtig. Da ein Fachwerk mit drei Knotenpunkten 
aber nur ein Fach* besitzt, so ist die Zahl n der Facher allgemein 

(14) n = 7c — 2, 
woraus auch 

(15) 7c — h -f- 2, s = 272- -f- 1 
folgt. 

Das Spannungsproblem ist bestimmt dui*ch das vorgelegte 
Fachwerk und die gegebenen auBeren Krafte. Diese auBeren 
Krafte konnen in einem Krafteplan gegeben werden, aus dem sie 
ihrer GroBe und Eiohtung nach hervorgehen. Man kann sie aber 
auch bis auf einen gemeinsamen Faktor, der als die willkurlich 
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bleibende Krafteinbeit gedeutet werden kann, in dem Lageplan 
selbst festlegen, indem man Hire Wirkungslinien gibt nnd fur sie 
ein Seileck konstndert. Man fiigt dann in jeder Ecke dieses Seil- 
eckes eine der betreffenden auBeren Kraft direkt und eine ibr ent- 
gegengesetzt gleicbe Kraft binzu und in den angrenzenden Seil- 
eckseiten zwei Krafte, die der ersten hinzugefiigten Kraft das 
Gleicbgewicbt balten, wabrend die iibrig bleibenden zwei ent- 
gegengesetzt gleiehen Krafte in der Wirkungslinie der auBeren 
Kraft sich unmittelbar das Gleicbgewicbt halten. So wird das 
bestebende Gleicbgewicbt nicbt gestort , in den Seileckseiten 
und ebenso in den Wirkungslinien der auBeren Krafte wirken 
jetzt Paare entgegengesetzt gleicber Krafte, es lassen sicb dem- 
nacb uberbaupt alle Krafte, die auftretea, nunmebr zu Paaren 
entgegengesetzt gleicber Krafte zusammenfassen , die jedesmal in 
eine geradlinige Strecke fallen und an deren Endpunkten angreifen. 
Diese Strecke ist entweder ein Stab des Facbwerkes, oder sie yer- 
bindet einen auBeren Knotenpunkt mit einer Ecke des Seileckes, 
dann wollen wir sie einen Kraftstab nennen, oder endlicb sie 
ist eine Seite des Seilecks, die wir aucb als einen Seilstab be- 
zeicbnen konnen. Yon dem Eacbwerk wollen wir sagen, es sei in 
das Seileck eingespannt. Die ganze entstebende Figur beiBt 
nacb Scbur das erweiterte Fackwerk. Eine Kraft in einem 
der Seilstabe, oder aucb in irgend einem andern Stabe der Figur, 
kann der GroBe und dem Sinne nacb beliebig angenommen werden, 
dadureb aber sind alle anderen Krafte in eindeutiger Weise be- 
stimmt. Es ist indes sofort zu seben, daB, wenn uberbaupt eine 
Figur, in deren Strecken lauter solcbe Paare von entgegengesetzt 
gleicben Spannungskraften wirken, kurz gesagt eine Spannungs- 
figur, moglicb ist, das Gleicbgewicbt an jedem Knotenpunkte 
besteben bleibt, wenn alle Krafte in demselben Yerbaltnisse yer- 
groBert oder yerringert werden. In dem urspriinglicben Facbwerk 
ist ein solcber Spannungszustand unmoglicb, denn aus seiner sta- 
tiscben Bestimmtbeit folgt, daB, wenn die auBeren Krafte weg- 
fallen, aucb alle inneren Krafte yerscbwinden miissen. 

Durcb das erweiterte Facbwerk werden dem urspriinglicben 
Facbwerke bestimmte Facber binzugefugt. Eines davon ist das 
Seileck selbst, das notwendigerweise gescblossen ist, da die auBeren 
Krafte im Gleicbgewicbt sind. Die iibrigen binzukommenden 
Facber nennen wir die Randfacber. Jedes yon ibnen wird, wenn 
das Seileck derart angelegt ist, daB in keiner Ecke yon ibm sicb 
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die Wirkungslinien mehrerer auBerer Kraffce begegnen, begrenzt 
von einer Seileekseite, den durch ihre Endpnnkte gehenden Kraft- 
staben und dem zwisehen den anderen Endpunkten dieser beiden 
Kraftstabe liegenden Eandstueke des urspriingliehen Fachwerkes. 
1st % die Zahl der Ecken fund Seiten) des Seilecks, so wird die 
Anzabl der Knotenpunkte in dem erweiterten Eacbwerke 

t = 7r -f- 3$. 

Die Zabl der Kraftstabe ist ebenfalls die Gesamtzabl der St&be 
in dem erweiterten Eacbwerke also 

§ == $ + 

und da s = 2 Jc — 3 war, ergibt sicb aucb 

(16) § = 3. 

Die Zabl der binzugekommenen Facber, das Seileck selbst ein- 
begriffen, ist h -p 1 , also wird die Gesamtzabl der Facber in dem 
erweiterten Fachwerk n = >/ + /. + 1 oder, da n = lc — 2, 

(17) n — f-1. 

In dem erweiterten Fachwerk gehort ausnabmslos jeder Stab 
zwei und nur zwei aneinander grenzenden Faehern an. Daraus 
folgt zweierlei. Erstens ergibt sicb, wenn wir die Facber als 
Flachenstucke deuten, daB das ganze Fachwerk ein unendlich ab- 
geplattetes gescblossenes Polyeder bildet, denn es besitzt keine 
Berandung, d. b. Stabe, die nur einern Facbe angehoren, und von 
jedem Facbe kann man in jedes andere Facb gelangen, obne das 
Fachwerk zu verlassen. Die Polyederflaehe, welcbe das Fachwerk 
bildet, ist aucb einfach zusammenhangend, d. b. fiihrt man in ibr 
irgend einen in sicb zuriicklaufenden Scbnitt, so lost er ein Stuck 
von der Flacbe ab. Dies folgt daraus, daB das ursprunglicbe Fach- 
werk nacb Voraussetzung eine einfach zusammenhangende ebene 
Flacbe war. 

Zweitens zeigt sicb aber, daB wir jeden Stab in eindeutiger 
Weise nicbt bloB durch die Knotenpunkte, die er verbindet, son- 
dem aucb durch die Facber, die in ihm aneinander grenzen, 
charakterisieren konnen. Bezeicbnen wir also die tt Facber des 
Facbwerkes durch die Zahlen 1 bis tt, so konnen wir jeden Stab 
des Facbwerkes durch ein Symbol (a/3) kennzeichnen, wo die 
Zahlen a, /3 sicb auf die zwei liings des Stabes aneinander gren- 
zenden Facber bezieben. 
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Hit dem Stabe kann aucb die Spannung in dem Stabe durcb 
die Zahlen a, j3 cbarakterisiert werden. Um aber die beiden ent- 
gegengesetzt gleieben Krafte, die diese Spannung darstellen, durcb 
die angrenzenden Facker eindeutig zu bezeicbnen, miissen wir 
gleicbzeitig auf die Reihenfolge, in der die Zablen a, /3 erscheinen, 
Rucksicbt nebmen und der einen Kraft die Folge a/3, der andera 
die Folge j £ 3 a zuweisen. Die Regel, nacb der diese Zuweisung ge- 
scbiebt, wollen wir so formulieren, daB beimUbergange vom 
Facbe a zum Facbe (3 der Knotenpunkt, in dem die durcb 
die Folge a(3 bezeicbnete Kraft angreift, zur Linken 
liegen soli. Die Komponenten dieser Kraft wollen wir *ov» 
r («,A scbreiben, und baben dann zu setzen 

( 18 ) Xy u) = — X( ai) , Y (iia) = — Y (arJ y 


Achtes Kapitel. 

Der Krafteplan eines elienen bestimmten Facliwerkes. 

Auf Grund der im vorstebenden getroffenen Festsetzungen 
wollen wir nun fur das erweiterte Facbwerk den Krafteplan 
berzuleiten sucben. Wir stellen zunacbst die Gleicbungen des 
Spannungsproblems in’ der ver^nderten Bezeicbnungsweise auf. 
Zu dem Zwecke bezeicbnen wir durcb die Folge 

ft y, • • * t 1 , v 

die Indices der Flicker, die in dem Knotenpunkte mit dem Index 
a zusammenstofien, diese F&cber in der Reibenfolge einer posi- 
tion Umkreisung des Knotenpunktes genommen. Dann werden 
die Gleicbungen, welcbe das Gleicbgewicht der in dem Punkte a 
angreifenden Spannungskr&fte ausdrbcken, 

I + X (/}y) + 1" + X (va) = 0 ) 

(1) y (a;j) + Y (fiy) + • • • + Y^ v) + Y (va) = 0, 

' + z (?y) "I f %,.) + Z {y a) “ 

Hierbei ist 

indem % , y a die Koordinaten des Punktes a bezeicbnen. Die 
dritte der Gleicbungen (l) entstebt also aus den beiden ersten, 
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indem man diese mit — y a und x a multipliziert nnd zueinander 
addiert. Die Gleicbungen (l) wollen wir in abgektirzter Form 
scbreiben wie folgt 

(la) (30.-0, (T)„-0, (Z) a — 0 . 

Wir denken uns jetzt in der Flaebe des Facbwerkes einen 
Ringscbnitt geftibrt. Dieser zerlegt die Flaebe in zwei Teile 2t 
und S3. Fur alle Knotenpunkte des Teiles 21 denken wir uns die 
Gleichungen (l) oder (la) aufgestellt und diese Gleicbungssysteme 
addiert. So gelangen wir zu dem neuen Gleicbungssystem 

(3) ^)„=0, y(Z) a =0, 

% 21 31 

dessen Bedeutung wir nilher untersucben wollen. Zu dem Zwecke 
wollen wir den ausgefubrten Bingscbnitt naher bezeicbnen durcb 
die Angabe der Facber, die er durehsetzt. Es seien die Indices 
dieser Facber, in der Beibenfolge einer positiven Umkreisung des 
Rttickes 21 genommen, 

r ... g?, o. 

Der Scbnitt trifft alle Stabe, in denen je zwei aufeinanderfolgende 
dieser Facber aneinander grenzen, und es ist leicbt zu seben, da6 
bei Ausfubrung der Summen in (3) nur die Glieder tibrig bleiben, 
die sicb auf die Kraffce in den durcbscbnittenen Staben bezieben. 
Denn sei (a|S) ein Stab, der ganz dem Teil 21 angebort, so ent- 
balten die Summen sowobl die Kraftkoordinaten 


als aucb die Kraftkoordinaten 




-Zfjic) t Y (ia) Z (a?) > Z (,ia) Z {a ^) ) 

diese Paare entgegengesetzt gleicber Werte zerstSren sicb also, 
und es bleiben in der Tat nur die Krafte , die in den durcb- 
scbnittenen Staben wirken und desbalb nicbt durcb eine entgegen- 
gesetzt gleicbe Kraffc im anderen Endpunkte des Stabes kompen- 
siert werden, tibrig. Auf diese Weise verwandeln sicb aber die 
Gleicbungen (3) in die folgenden 

| X(Q(J) + X(at) H + X (<PZ) "I" X(XQ) = ^ 1 

W | -*■(£<?) + "1“ ' * ‘ + “k(r PZ) ^(/Q) 8=3 ^ ’ 

' Z (q«) + Z [<rr) r Z (< PX )+ Z (XV ) - 0 , 
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und bier ist im allgemeinen nicht mebr die dritte Gleicbung eine 
Folge der beiden ersten. 

Wir wollen jetzt den Zyklus der Facber g, <r, t . . . insbesondere 
so w&blen, daB er ein fest angenommenes Facb co entbalt, und 
scbreiben ibn dann wie folgt 

«, P, ■■■ *'> •• • 00. 

Femer beriicksicbtigen wir, daB 


X 

(aw) 

^(a» a) ? 

Y ’ = — 

- L (a w) 


9 Z (ct «) 

= - 

Z {(0 a) 9 

X 

(,*' « ) ~ 

: — > 


Y («V) 

> Z 

= - 

" Z (a'(i) 5 

und 

finden 

so aus (4) 

die folgenden Gleicbungen 




X(coa) 

+ X (a,T) + ' 

• • + %(xa) = 

^(cou ) 

+ x («'t 0 



00 

Y 

( CDU ) 

+ r («/f) + ‘ 

- + ^; = 

“k(w a) 

+ r («7) 


•+ r (*'/p 


Z {t va) 

+ Z ( a( j) + • ' 

■•+ z (*i) = 

Z (oia) 

+ %/) 


• + z {,:>.) ) 

Die 

Indicesfolgen 








co, a, (3, .. 

. x, A und 

co, a 


X, l 



bezeicbnen aber zwei yerscbiedene Wege, die beide aus dem fest 
gewablten Anfangsfacb co in das beliebig angenommene Facb A 
fiibren. Die Gleicbungen (5) driicken demnacb aus, daB die in 
ibnen vorkommenden Summon nur abb^ngen von dem An- 
fangs- und Endfacb, nicbt aber von dem Wege, langs 
dem sie genommen werden. 

Die Summon bezieben sicb, wie man siebt, auf die Spannungs- 
krSffee, die in den yon dem Wege getroffenen Staben in dem zur 
linken Hand gelegenen Knotenpunkte wirken. Diese Summen 
wollen wir nun einfacber bezeicbnen, indem wir setzen 


(«) 


“ Ko “ ^(w«) + X(ctp) + * • * + , 

?);. ~D ft) ssJ ( (l ,a)+ Z (a t S) H 1“ Y (y.Z) 9 

3* — i8« = Z ((oa) + Z (afl H 1" Z {*1) * 


Dann durfen wir nacb dem Gesagten 3£^, 9) ; , als allein ab- 
hangig von dem Facbe A, 3E e „ 3 W analog als eine Funktion 
des Faches co anseben, wabrend die Wabl der Facherfolge 

oo, of, fa ... x, A 
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auf diese Werte ohne EinfiuB ist. Es ist also jetzt jedem Fache l 
des Faclrwerkes ein Wertetripel 


Sz, Si 

zugeordnet, und, was wir zunachst zu zeigen haben, ist, wie man 
aus diesen Wertetripeln die Koordinaten aller Spannungskrafte 
herleiten kann. 

Zn dem Zwecke bezeiehnen wir mit ft ein dem Fache l be- 
nachbartes Fach. Dann diirfen wir den Weg, der ans dem An- 
fangsfach co in das Fach ft fiihrt, durch das Fach l hindurchgehen 
lassen und konnen demgemaB setzen 


(7) 


W ^(a*) “i“ * * ’ “i“ ^(x/) ^(/./<) > 

% ~ $)« = + *(«,*; 4 i 

— ^W,+ \a x H } "t T ^/)+ %,«)* 


Aus diesen Gleichungen und den Gleichungen (6) folgt durch Sub- 
traction 


(8) 


(/. i = ?)« ?);. : 


Aus den so gefundenen Gleichungen ergibt sich aber sofort die 
Konstruktion des Kraft epl ans, denn wir haben nur (36^, (3£;_, §)^), 

(3c u , usw. jedesmal als die Koordinaten eines Punktes in der 
Etene des Fachwerkes aufzufassen, und zwar in demselben Ko- 
ordinatensystem, auf das wir auch die Punkte des Fachwerks be- 
zogen haben oder in einem parallel verschobenen Koordinaten- 
system, dann stellt die Yerbindungsstrecke der Punkte G x und 
C u mit den Koordinaten (3£ ;? 2)^) und (X a , g)^) die Kraffce in 
dem Stabe (Xft) der GroBe und Kichtung ‘ nach dar. Die ein- 
getragenen Punkte samt den gehorigen Yerbindungs- 
linien bilden also den gesuchten KrSfteplan. 

Wir wollen noch einmal hervorheben, daB die Punkte des 
Krafteplans denFachern des Fachwerks entsprechen, und hnmer 
solche zwei Punkte des Krafteplans zu verbinden sind, die zwei 
in einem Stabe aneinandergrenzenden Faehern des Fachwerks 
zugeordnet sind. 

Nun deuten wir auch noch die Werte a ^- s Ordinaten in 
den Punkten C x des Krafteplans und erhalten dann durch die 
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Endpunkte (S ; dieser Ordinaten eine Kaumfigur tiber der Ebene des 
Krafteplans, von welcber der letztere die ortbogonale Projektion 
ist. Es ist aber wicbtig, zu beachten, daB die Raumfigur bis 
auf die Ordinate eines einzigen Punktes durch den 
ebenen Krafteplan vollst&ndig bestimmt ist, wenn man 
das Fachwerk als von vornberein gegeben ansiebt. 

Sind n£mlieb I, ( i wie oben die Indices zweier benacbbarten 
Facber und sind x a , y a die Koordinaten des einen Endpunktes 
ibres gemeinsamen Stabes, so wird 

X (X t u) ^ X {X t u) x *~~ Va ‘ 

Aus (8) folgt dann 

( 9 ) S„ = 8 ;. + (?)« - ~ (*„ ~ , 

und auf diese Weise fortscbreitend kann man aus der Ordinate 
eines Punktes der Raumfigur die Ordinaten aller anderen Punkte 
finden. 

Wir wollen nun aucb fiber dem Facbwerke eine Raumfigur 
bestimmen, die aus der Raumfigur des Kr&fteplans in folgender 
Weise bervorgeht. Scbreiben wir die soeben gefundene Gleicbung 

(9) in der Form 

8 /t - + % fl y a - 8;. - + %>.y a , 

so zeigt sie, daB der Ausdruck 

( 10 ) *.-8-SK+*jr rt 

denselben Wert annimmt, auf welcbes von den an den Knoten- 
punkt a stoBenden F&chern sicb aucb die Werte 3 E, Q bezieben 
mogen. Die Zabl z a ist derart dem Knotenpunkte a eindeutig 
zugeordnet und soil in diesem Punkte als eine Ordinate auf der 
Grundebene erricbtet werden. Die Punkte 2l a , die wir im Raume 
als Endpunkte der so bestimmten Ordinaten erbalten, liefern zu- 
sammen mit denjenigen Verbindungsstrecken, die uber den Stiiben 
des Facbwerks liegen, die Raumfigur des Facbwerks. 

Dabei bilden diejenigen Verbindungsstrecken, die fiber den 
ein Facb des Facbwerkes begrenzenden Staben liegen, jedesmal die 
Berandung eines ebenen Polygons. Ist namlicb X der Index des 
Facbes, so genfigen die Koordinaten a?, t/, z des Raumpunktes fiber 
irgend einer Ecke dieses Facbes der Gleicbung 

(11) • + 
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d. h. das ganze Polygon, von dem diese Raumpunkte die Ecken 
bilden, ist in der durcb die vorstehende Gleicbung dargestellten 
Ebene y ? enthalten. Die Ebene y- ist aber znfolge der Form 
ihrer Gleicbung, wenn wir uns die Koordinaten y , z und 3£, ^), 3 
anf dasselbe Koordinatensystem bezogen denken, die Nullebene 
des dem Facbe zugeordneten Punktes (£ ; in einem Null- 
systeme, dessen Parameter k = 1 und dessen Acbse zur 
Grundebene senkrecbt (namlicb die £-Acbse) ist. 

Umgekehrt ist durch die Gleicbung (10), wenn wir in ibr 
X, D, 3 als laufende Punktkoordinaten deuten, einem der Punkte 
fiber den Knotenpunkten des Facbwerkes in dem Kullsystem als 
Xullebene eine Ebene a a zugeordnet; in dieser liegen die Punkte, 
die alien an den betreffenden Knotenpunkt stoBenden Faebern in 
der Raumfigur des Krafteplans entsprecben. Diese Punkte bilden 
sonacb wieder die Ecken eines ebenen Polygons, dessen Seiten 
den an den Knotenpunkt stoBenden Staben des Facbwerkes kor- 
respondieren. 

Wie-wir also seben, bestebt sowobl die Raumfigur tiber dem 
erweiterten Facbwerk als aucb die Raumfigur fiber dem Krafte- 
plan aus den Ecken und Kanten eines gescblossenen Polyeders. 
Das erste Polyeder nennen wir kurz das Faebpolyeder, das 
zweite das Kraftepolyeder. 

Faebpolyeder und Kraftepolyeder bilden zwei rezi- 
proke Figuren des Xullsystems. Den Kanten des einen 
sind die Kanten des anderen als reziproke Polaren des 
Nullsystems zugeordnet. Die Ecken des einen Poly- 
eders sind die Kullpunkte von den begrenzenden Ebenen 
des anderen und liegen sonacb in diesen Ebenen. Da 
dies wecbselseitig gilt, so sind die beiden Polyeder 
einander gleicbzeitig ein- und umsebrieben, d. b. die 
Ecken des einen liegen in den Ebenen des anderen, und 
die Ebenen des ersten gehen durcb die Ecken des zweiten 
bindurcb. 

Die Gleicbung (10) gibt den Ordinaten z a in den Knoten- 
punkten des Facbwerkes eine bestimmte statisebe Bedeutung. Es ist 
aber sofort zu seben, daB aucb jedes gleicbgebaute Polyeder, von 
dem das Facbwerk die ortbogonale Projektion bildet, vermoge des 
Nullsystems zu einem Krafteplan fubrt. Um dies nacbzuweisen, 
bezeiebnen wir mit (x^ (x b , y b ) die Koordinaten der End- 
punkte eines Stabes, mit z a \ z b ' die zugeborigen Ordinaten, endlieb 
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mit a, jS die Indices der beiden Facher, die in diesem Stabe 
aneinander grenzen. Dann mtissen die Koordinaten der Punkte 
$l a \ 2l d ' iiber den beiden Knotenpunkten erstlicb der Gleicbnng 
der Ebene yj geniigen, welcber die iiber dem Facbe a liegende 
Seitenflaebe des Polyeders angebort. So finden wir, wenn 3£ a ', 

S a ' die Koordinaten des Nullpunktes von y a ' sind, zwei Gleicbungen 


8u — + X«y,t = , 8 « — §)>«, + Z«Vb = h' ■ 


Aus dem gleicben Grunde besteben aber aucb, wenn wir statt des 
Facbes a das Facb (3 nebmen, zwei Gleicbungen 


8/ — 2)iX + £/y a — *a > 8/ - + X/ut, ■ 


Aus diesen beiden Gleicbungspaaren folgt die Delation 

(12) (£/- x;> : $>/- d;) = (* 6 - : (3> b -y a ), 


deren Bedeutung die folgende ist: 

Dem Facbpolyeder ist in dem Nullsystem ein reziprokes Poly- 
eder zugeordnet. Projizieren wir des sen Kanten auf die Grund- 
ebene, so sind sie nacb der gefundenen Gleicbung (12) jedesmal 
dem zugeborigen Stabe des Facbwerkes parallel. Den Staben des 
Facbwerkes, die von einem Knotenpunkte ausgeben, entsprecben 
aber an dem reziproken Polyeder die Kanten, die eine Seitenflaebe 
dieses Polyeders begrenzen und aucb in der Projektion wieder ein 
gescblossenes Polygon bilden. Die Projektionsfigur bat also alle 
Eigenscbaften eines Krafteplans: Deuten wir ibre Strecken 
als Kraffee, so wirken diese Krafte in den Eicbtungen 
der Facbwerkstabe, und die Kraftstreoken, die zu den 
durcb einen Knotenpunkt gebenden Staben geboren, 
scblieflen sicb zu einem Polygon, was jedesmal be- 
deutet, daB an dem Knotenpunkt Gleicbgewicbt bestebt. 
ScblieBlicb kommt aucb jede Kraftstrecke doppelt 
vor, als Beprasentantin der zwei in einem Stabe wir- 
kenden, entgegengesetzt gleicben Spannungskrafte. 
In der Tat laflt sicb jeder Seitenflaebe *des Kraffcepolyeders ein 
bestimmter Umlaufsinn geben, z, B. der Sinn einer positiven Um- 
kreisung der nacb dem Innera des Polyeders geriebteten Normalen 
auf der Seitenflaebe. Dabei wird jede Kante des Polyeders ent- 
spreebend den zwei Seitenflacben, denen sie angebort, zweimal, 
in entgegengesetztem Sinne, durcblaufen, und gleicbes gilt also 
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aucb far ibre Projektion, die Kraftstrecke im Kraffceplan, die dem- 
nacb zwei entgegengesetzt gleiclie Kraffce darstellt. 

Nun wissen wir aber, daB der Kraffceplan des erweiterten Facb- 
werkes bis auf eine gleicbzeitige Anderung der Grc5Be aller Krafte 
in demselben Verb&ltnis, d. h. bis auf eine Ahnlicbkeitstransforma- 
tion, bai der alle Ricbtungen erhalten bleiben, durch das Facb- 
werk selbst bestimmt ist. Nennen wir also 36 , die Koordinaten 
der Eckpunkte in dem ursprftnglicben Krafteplan, 36 ', die ent- 
sprecbenden Koordinaten in dem neuen Krafteplan, so muB eine 
Relation yon folgender Form besteben 

(13) = + §)'==>» 2) + 

m ist bierbei das Verhaltnis, in dem die Krafte geandert werden, 
a, b bedeuten die Komponenten einer Parallelyerscbiebung, welcber 
der Kraffceplan, da seine absolute Lage ja nicbt feststebt, aucb 
nocb unterworfen werden kann. Wirklieb ergibt sicb dann sofort, 


wenn wir den Gleicbungen (8) entsprecbend 

y ' ■*£ r -v ' 

-^(Zu) — A ,u ~~ : 


setzen, 


X Um) = wiX {/./0 > 

Y a,«) = m ■ 


Die Spannungen andern sich also in der Tat nnter der Voraus- 
setzung der Gleicbungen (13) alle nur um einen konstanten 
Faktor m. 

Der Gleicbung (9) entsprecbend baben wir aber weiter 

a; - 8/ = (X - 2>/X - tK - x)y « , 

oder mit Riicksicbt auf (13) 

3 ,'— 3 / = m ( 3 ^ — 3 ; ) , 

das beiBt 

3 / — m S f , = 3 / — »*3 ?. = « , 

wenn c eine neue Konstante bezeicbnet. So ergibt sieb, daB wir 
aucb allgemein 

(13a) 3' =m 3 + c 

zu setzen baben, wenn die zu 36', %)' geborende Ordinate be- 
deutet. 

Die Raumfigur des neuen Kr&ffceplans, d. b. das zu der neuen 
Raumfigur des Facbwerks reziproke Polyeder gebt sonacb aus 

TImerding, Krafteplane. 6 
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dem urspriinglichen Kraftepolyeder hervor durch die Ahnlichkeits- 
transformation des Raumes, welche die Gleichungen (13) und 
(13 a) zusammengenommen darstellen. 

Nun haben wir aber fur die Ordinaten fiber dem Faehwerk 
die allgemeinen Ausdriicke 

z = 3 — ^ + % und z = S' — £)'* + X V , 

und setzen wir in den zweiten die Werte (13) und (13 a) ein, so 
ergibt sicb 

z = Hi (S — + %!J) + rnj — l.r + c, 

Oder 

(14) z = mz 4* ay — bx + c . 

Diese Gleichung zeigt, wie man unmittelbar aus dem urspriing- 
licben Fachpoljeder das neue Polyeder erhalt. 

Die durcb die Gleichung (14) dargestellte lineare Transforma- 
tion des Raumes ist aber eine perspektive Affinitat, d. h. es 
hat zunachst die Yerbindungslinie je zweier entsprechender Punkte 
91, 9(' eine feste Richtung. In der Tat liegen zwei solche Punkte 
immer auf einem Lota der Grundebene. Weiter aber laBt sich eine 
Ebene cc bestimmen derart, daB, wenn 9I 0 ihr Schnittpunkt mit 
der vertikalen Geraden 91 9T ist, das Verhaltnis 

9t'9t 0 : 9i9f 0 - m 

wird, also einen fiir alle Paare entsprechender Punkte gleich- 
bleibenden Wert annimmt. Diese Ebene a muB die Eigenschaffc 
haben, daB ihre Punkte sich selbst entspreehen, da ja mit 9I9I 0 
auch 9f 9I 0 verschwinden muB, die Punkte 9t, 91' also beide nach 
9t 0 fallen. Die Gleichung von a finden wir also, indem wir in (14) 
z' = z — Zq machen, sie lautet demnach 

(15) (w — 1),? 0 + ciy — b.r + c * 0 . 

Es ergibt sich so fur die Ordinate z 0 des in diese Ebene fallenden 
Punktes 9( 0 

(»i — 1).? 0 ■= — (ay — 6.r + c) , 
und somit verwandelt sich. (14) in 

z = mz — (j n — 1 )^ 0 , 

oder 

(16) /— £ 0 = m(z — z 0 ), 
d. h. 2l'9t 0 = m • 2t2l 0 , w. z. b. vv. 
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Wie wir nun zeigen wollen, lassen sieli die Koeffizienten in 
der Gleicbung (14; der Affinitat immer so bestimmen, daB die 
Seitenfliicbe des Fachpolyeders , deren Rand sich auf die Grund- 
ebene als das Seileck der liuBeren KrSffce projiziert, mit der Grund- 
ebene zusammenfallt. 1st niimlicb bei dem ursprfinglicben Facb- 
polyeder die Ebene, der diese Seitenfliicbe angebort, durcb die 
Gleicbung dargestellt 

D„* + Xjfi 

so muB man, damit diese Ebene in die Ebene / = 0 fibergebe, 
/ = m (z — 3 l a9 4- W) C1 X — 3 „) 

annebmen, wobei m willkfirlich bleibt. Man kann desbalb aucb 
nocb die Ordinate eines Randpunktes in dem transformierten 
Polyeder willkurlicb geben und bestimmt dadureb dann die Trans- 
formation vollstandig. Es zeigt sicb also, daB durcb das in der 
Grundebene liegende Seileck, das nunmebr dem Facbpolyeder 
selbst angebort, und die Ordinate in einem Randpunkte des ur- 
sprfinglicben Facbwerks die ganze Raumfigur bestimmt ist. 

Die so entstebende Raumfigur deuten wir nun, wie wir es 
bereits bei den vorber behandelten speziellen Facbwerken getan 
baben, als eine Zeltfigur fiber der Grundebene. Die Ecken 
des Seileckes reprasentieren die Zeltpfloeke, fiber den Kraffc- 
staben, die yon den Ecken des Seilecks ausgeben, liegen die Zelt- 
leinen, die den Rand des das ursprunglicbe Facbwerk fiber- 
deckenden Zeltdacbes an die Zeltpfloeke binden. Die Ordinaten 
in den Knotenpunkten des Facbwerkes kfinnen wir als die Zelt- 
s tan gen deuten. Dieses drastisebe Bild veranscbauliebt yielleicbt 
am besten das Wesen der Facbwerkfigur. 

Yon den Randordinaten des Facbwerkes durften wir eine be- 
liebig wablen. Durcb sie sind alle anderen Randordinaten ein- 
deutig bestimmt Um diese wirklieb zu ermitteln, yerbinden 
wir die yon dem Endpunkte der angenommenen Ordinate aus- 
gebende Zeltleine mit einer der beiden angrenzenden Seileckseiten 
durcb eine Ebene, diese sebneidet dann aus der Ordinate des be- 
naebbarten Randpunktes einen zweiten Eekpunkt des Zeltdacb- 
randes aus. So kfinnen wir fortfabren, bis wir ganz um den Rand 
berumgekommen sind und seine Ordinaten alle bestimmt baben. 
Es bleiben darauf nocb die Ordinaten in den inneren Knoten- 
punkten des Faebwerks zu linden. Zun&cbst sueben wir diejenigen 
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unter ibnen aus, deren Endpunkte mit drei oder mehr Eckpunkten 
des Zeltrandes einer Ebene angeboren und sich auf diese Weise 
direkt bestimmen lassen. Sodann gibt es moglicberweise nocb wei- 
tere Eckpunkte der das Zeltdach bildenden Polyederscbale, die 
mit drei der bereits bestimmten Punkte in einer Ebene liegen 
nnd demnacb sofort zu ermitteln sind. Bleibt scblieBlicb aber ein 
Stuck der Polyederscbale uber, yon dessen Handpnnkten keine 
drei mit einem inneren Eckpunkte in einer Ebene liegen, so baben 
wir Betracbtungen anzustellen, deren allgemeinen Charakter wh- 
an dem folgenden Beispiele erortern konnen. 

Wir nebmen an, a, &, c, . . . 7c seien der Reihe nacb die 
Verfcikalen der iibrigbleibenden Randpunkte 2t, 8, £, . . . und 
yon ibnen aus gebe nacb dem Inneren des Polyederstiickes nur 
je eine Kante. Diese Kanten mogen die in den Vertikalen a\ b\ 
c\ . . . I/ liegenden zweiten Endpunkte baben. Wir legen dann 
durcb die Kante 2195 des Randes eine beliebige Ebene welcbe 
die Ordinaten a und V in 21/ und 8/ scbneide, durcb die Kante 
8& und 8/ eine weitere' Ebene, welcbe die Ordinate c in 8/' 
treffe, und so fort, bis wir scblieBlicb eine Ebene durcb ®2C 
legen und derart auf der Ordinate a einen neuen Punkt 2C/' 
linden. Dasselbe fiibren wir nocb einmal aus, indem wir statt 


irgendeine and ere Ebene y 2 durcb 2(93 legen. Derart mogen 

wir eine neue Folge yon 
Punkten2t/, 8/, E/, ... %" 
auf den Ordinaten a , h\ 
a bekommen. 

Nun 1st leicbt einzu- 
seben, dafi, wenn wir die 
Strecken 21/21/, 
8 / 8 ,',. ..*/'*/' 
alle in demselben 
Verbaltnis l tei- 
len, die Teilpunk- 
te 21/8/, ...r 
eine Punktkette 
yon derselben Art 
wie die ersten bei- 



Fig. 42. 


den bilden. 


In der Tat wird z. B. die Gerade 2(8 von den Geraden 21/ 8/ 
und 21/' 8/' in demselben Punkte getroffen, und legen wir in 
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der Yertikalebene, die die letzteren beiden Geraden verbindet, 
durcb 5(3 eine beliebige neue Gerade, welche die Yertikalen 21/ 21*' 
und 93/ 93/ in 21 ' und 93" trifffc, so wird 

21' : 21' 21/ = 93' 93/ : S' 93/ - A, 

und es liegen auch die vier'Punkte 21, 93, 21', 93' in einer Ebene. 

Das Teilungsverbaltnis A w&hlen wir insbesondere derart, daB 
21" mit 21' zusammenf&llt, was immer auf eine einzige Art mog- 
licb ist. Man fuhrt die Bestimmung dieses Punktes 21' aus, in- 
dem man dureh 21 /, 21 2 'irgend zwei 
Parallele ziebt, und dureb 21!", 21/' 
aucb zwei Parallele, welebe die 
ersten beiden in 2 t 1 '" und 213 '" 
scbneiden mogen. Die Verbin- 
dungslinie 21 /" 21 /" scbneidet dann 
aus der Vertikalen 21 / 21 / den ge- 
suebten Punkt 21' aus. Die Punkt- 
kette 21', 93', S', . . . 21' aber, zu 
der dieser Punkt 21' gehort, be- 
stebt aus lauter Eckpunkten der gesucbten Polyederscbale. 

Es bedarf nur einer kurzen Uberlegung, um erkennen zu 
lassen, daB, was wir an einem besonderen Palle erortert baben, 
sicb allgemein anwenden laBt. Wir konnen namlicb in dem an- 
fanglicb entstebenden Ebenenkranz die eine Ebene, die 21 n 93!, 
93/, 21/ verbindet, ersetzen durcb zwei ebene Dreiecke 2^ 93! 93/ 
und 93i93/91/', dann bilden die so entstebenden ebenen Elacben 
von Anfang an den Rand einer Polyederscbale. Wenn wir dies 
allgemein ausdriicken wollen, so baben wir zu sagen: iiberall, wo 
wir von einer durcb eine Kante willkurlicb bindurcbgelegten Ebene 
ausgeben, baben wir uns eine neue Kante eingefuhrt und eine 
der Seitenfl&cben langs dieser Kante geknickt zu denken. Danacb 
ist sofort klar, daB im ganzen ebensoviel solcbe Knickungen aus- 
zufuhren sind, als Grade der WiUkiirlicbkeit bei der Anlage der 
Eigur auffcreten. Uberall aber, wo eine solcbe WiUkiirlicbkeit 
auftrit-t, baben wir dieselbe Konstruktion genau wie in dem obigen 
Beispiele zweimal auszufubren; aus diesen beiden Bestimmungen 
setzt sicb jedesmal der allgemeine Eall mit Hilfe eines Parameters 
A linear zusammen, oder die auf den einzelnen Ordinaten be- 
stimmten Punkte zeigen dasselbe Ab stands verbaltnis A. Dies A 
l&fit sicb aber immer so bestimmen, daB der eingefiibrte Knick 
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wieder verscbwindet, indem die beiden Seitenflacben, die langs 
der eingekniekten Kante zusammenstofien, wieder in eine Ebene 
fallen. So lassen sick nacb und nach alle eingeffigten Knicke 
wieder entfernen, und man erbalt zum SebluB eine Polyederscbale 
von der verlangten Art mit der vorgescbriebenen TTmrandung, 
womit die Anfgabe gel5st ist. 

Verandert man die ursprtinglick willkfirlicb angenommene 
Ordinate in irgendwelchem Yerhaltnisse, so verandern sicb aucb 
alle anderen Ordinaten der Figuren in demselben Yerbaltnisse. 

Das bescbriebene Yorgeben zur Ermittelung der Polyeder- 
scbale zeigt eine gewisse Yerwandtscbaft mit demfriiber erorterten 
Hennebergseben Yerfahren zur Losung des Spannungsproblems. 

Infolge der Yoraussetzung, daB die ganze Polyederscbale durcb 
ibren Rand bestimmt ist, muB die Zabl der Bedingungen, welebe 
durcb die Struktur der Polyederscbale den Ordinaten in den in- 
neren Knotenpunkten auferlegt wird, gleicb der Amzabl k i der 
inneren Knotenpunkte selbst sein, und wir fin den sonacb die ein- 
facbe Formel 

L'i = ^4 + 2 ,l 5 + & n 6 + • • •> 

wenn die Zabl der viereckigen, n 6 die der funfeckigen Facber, 
>? 6 die der secbseckigen Facber in dem Facbwerke ist usw. 

Was die vorstebenden Betracbtungen zeigen, ist, daB man vom 
Seileck ausgebend durcb ganz elementare, wenn aucb umstandlicbe 
Raumkonstruktionen die Zeltfigur gewinnen kann. 

Die anzuwendenden Regeln und Kunstgriffe im einzelnen 
zu verfolgen, wurde zu weit ffibren. Es geniigt, ein einfacbes 
Beispiel zu geben. Das in der beistebenden Figur dargestellte 
Facbwerk bestebt aus neun Staben, von denen durcb jeden der 
secbs vorbandenen Knotenpunkte drei geben. Die wirkenden 
auBeren Krfifte besteben in zwei Paaren entgegengesetzt gleicber 
KrSfte, die in den Ecken des die Berandung bildenden Recbteckes 
angreifen und in die Diagonalen dieses Recbteckes fallen. Das Seil- 
eck dieser Krafte ist ein Parallelogramm , das in der Figur das 
Recbteck umscblieBt. Die ebenen Flacben, die von den Seileck- 
seiten ausgeben, miissen nun nacb einem Punkte, der im Raume 
fiber dem Scbnittpunkte der Diagonalen liegt und in beliebiger 
Hobe angenommen werden kann, konvergieren. Danacb sind diesc 
Fl&chen und ist gleicbzeitig die fiber den Seiten des Recbt- 
eckes liegende Berandung der Raumfigur fiber dem Facbwerke 
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sofort zu finden. Um endlicli auch die Lage der Raumpunkte 
fiber den beiden inneren Knotenpunkten festzulegen, verlangere 
man den diese beiden Knotenpunkte verbindenden Stab, bis er 
zwei Gegenseiten des Rechteckes trifft. Dann muB, wie leiclit zn 



sehen ist, auch die Gerade im Raume, die iiber dem inneren Stabe 
liegt, die iiber den beiden Rechteckseiten liegenden Geraden schnei- 
den and ist derart, da diese beiden Schnittpunkte im AufriB so- 
fort zn finden sind, unmittelbar zu konstruieren. Dadurch ist 
dann die ganze Raumfigur in einfacher Weise festgelegt and die 
Aufgabe gelost. 

SchlieBIich miissen wir noch beachten, daB das Seileck durch 
die auBeren Krafte and ihre Wirkungslinien nicht eindeatig be- 
stimmt ist. GemaB der Raumkonstruktion , die wir fur das Seil- 
eek gefunden haben, konnen wir die Zeltseile der Zeltfigur durch 
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irgend eine Ebene r\ schneiden. Dann liefern nach den Erorte- 
rungen am Schlusse des dritten Kapitels die Projektionen der 
Schnittpunkte auf die Grundebene die Ecken eines neuen Seil- 
eekes. Die Ebene erzeugt aber aus der Zeltfigur anfs neue 
ein geseblossenes Polyeder, das sie nacb unten bin begrenzt, 
und dieses gescblossene Polyeder konnen wir wiederum durcb 
eine Affinitat yon der betracbteten Art derart transformieren, 
daB die Ebene rj in die Grundebene fallt und sonacb die Schnitt- 
punkte von 7\ mit den Zeltseilen direkt in die Ecken des neuen 
Seileckes iibergehen. Das bedeutet aber: Transformiert man 
die Zeltfigur durcb eine Affinitat der betracbteten 
Art, so gebt sie wieder in eine Zeltfigur fiber, bei der 
genau wie vorber die Schnittpunkte der Zeltseile mit 
der Grundebene die Ecken eines Seilecks fur die auBe- 
ren Krafte des Fachwerkes bilden. 


Neuntes Kapitel. 

Erweiterungen und Konstruktionsmethoden. 

Das Wesentlicbe des Yerfabrens, welcbes uns zu dem Kraffce- 
plan des erweiterten Fachwerkes fubrte, bestand darin, daB wir 
zu einem gescblossenen Polyeder fiber dem Facbwerk ein rezi- 
prokes Polyeder aufsucbten und dieses wieder auf die Grundebene 
projizierten. Ein Polyeder aber ist zu einem anderen reziprok, 
wenn jeder Ecke des ersten eine Seitenflacbe des zweiten und 
jeder Seitenflacbe des ersten eine Ecke des zweiten entspricbt, derart 
daB den Kanten, die in dem ersten Polyeder durcb eine Ecke 
geben, in dem zweiten Polyeder die Kanten entsprecben, die eine 
Seitenflacbe umgrenzen. DaB aus zwei solcben Polyedern, wie 
sie durcb ein Nullsystem geliefert werden, zwei reziproke Plane 
entstehen, von denen der eine als die Faehwerkfigur, der andere 
als dessen Kraffceplan aufgefuhrt werden kann, berubte darauf, 
daB zwei einander zugeordnete Kanten der beiden Polyeder sicb 
auf eine zur Achse des Nullsystems senkrechte Ebene als parallele 
Strecken projizieren. 

Die Forderung, daB solcbe zwei Strecken parallel sein sollen, 
konnte aber ebenso gut aucb durcb die andere Forderung ersetzt 
werden, daB sie einen konstanten Winkel s miteinander bilden 
milssen. In der Tat konnen wir uns einen bereits gefundenen 
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Krafteplan in seiner Ebene irgendwie herumgedrebt denken, 
obne da6 er seine Bedeutnng fur die Darstellung der Spannungs- 
krafte in dem Facbwerk verliert, da er ja an sick vdllig unge- 
andert bleibt. 

Anf der anderen Seite ist es durchaus unwesentlich, daB das 
reziprcke Polyeder im Raume durcb ein Nullsystem geliefert wird, 
es konnte ebenso aucb durcb irgend eine andere reziproke Zuord- 
nung (insbesondere durcb das Polarsystem einer Flacbe zweiter 
Ordnung) gewonnen werden. Die Grundgleichung des ITullsystems 

(1) z — 8 — — Du; 

ist dann durcb die Gleicbung zu ersetzen, welcbe in entsprecben- 
der Weise die Koordinaten (#, «/, z) und (30, ^), 3) zweier kon- 
jugierten Punkte der neuen Reziprozitat miteinander verbindet. 
Die Form dieser Gleicbung kann die einer allgemeinen bilinearen 
Beziebung zwiscben den beiden Koordinatentripeln sein. Bei einer 
solcben allgemeinen Beziebung werden die Projektionen zweier 
reziproken Linien, d. b. zweier Geraden, bei denen jeder Punkt 
der einen jedem Punkte der anderen konjugiert ist, fur gewobn- 
licb nicht einen konstanten Winkel miteinander bilden. Wir 
wollen aber nacbweisen, daB diese Forderung erfiillt ist, wenn 
wir der bilinearen Gleicbung die folgende besondere Gestalt 
geben: 

(2) Px + Q y + Rx 

= A(Xx + Di/) + Z(£y - D*) + + JDD + JES + F. 

Sind dann die Punkte 

(*«. S>«, Sj, 3„) 

beide konjugiert zu den zwei Punkten 

(*-. y a , *J> (**> y*» **)> 

so ergibt sicb 

Ffa — + Qfa — y a ) + - *a) 

= (AX a - BPj a ) (x b - x a ) + (Bi a + Aty a ) fa - y a ) 

= (Afy - B 9„) (*, - + (BXp + A%) (y b - y a ), 

woraus weiter folgt 

fa - + (D,i - DJ fa - 2/J] 

= -BKDp- - DJ fa - *J - - 3£J 0* - 2/J]- 
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Macbt man nun 

(3) X,J ~ = Sa,i ° 0S<5 V’ ^ ~®“ == 8 «P sin ^,j’ 

x i> - *« == s ab cosq ab , y b — y a = S ab sinilJ ab , 

so beben sich aus der letzten Gleicbung 8 a s ab sofort beraus, 
und sie gebt fiber in die einfacbe Form 

A cos (9^ - if > ab ) = B sm{cp a p -ip ab ), 

Oder 

(4) tang s = ^ , 
wenn wir 

( 3a ) * = 9 V ~ ^6 

setzen. <p a3 , ist aber der Winkel, den die Streeke (a/3) im Kraffce- 
plan mit der #-Acbse einscblieBt, und / ip ab der analoge Winkel £iir 
die korrespondierende Streeke ab im Lageplan, £ ist demnacb der 
Winkel, den diese beiden einander zugeordneten Strecken mitein- 
ander bilden, und die Gleicbung (4) zeigt, daB dieser Winkel 
konstant, d. b. derselbe fur alle Paare entspreebender Strecken in 
den beiden reziproken Pl&nen wird, was zu beweisen war. 

Insbesondere wil'd £ = 90°, wenn wir B — 0 macben. Dies 
ist z. B. der Fall, wenn wir die Gleicbung (2) in der ganz ein- 
facben Form annebmen 

(5) / + 8 = Xx + 'Sff, 

welcbe das Polarsystem eines Botationsparaboloids darstellt. 
Dieses Polarsystems bat sicb Maxwell bei seinen Untersucbungen 
fiber reziproke Plane bedient, dem die grundlegenden Ideen dieser 
Tbeorie zu yerdanken sind. Nach ibm bat Cremona das Null- 
system zur Herstellung der reziproken Plane verwendet und sicb 
um die Verbreitung und praktisebe Ausgestaltung der Lebre Ver- 
dienste erworben, die Maxwells viel tiefer greifende Forscbungen 
in den Hintergrund drangten, um so mebr, als der Begrunder der 
grapbiseben Statik, Culm an n, sicb lebbaft Cremona zu- und 
von Maxwell abwandte. 

Hauck bat gezeigt, daB man statt des Rotationsparaboloids 
aucb eine beliebige rotatorisebe MittelpunktsfL&che yerwenden 
kann, deren Acbse wie die des Paraboloids auf der Grundebene 
senkreebt stebt, wenn man nur die ortbogonale Parallelprojektion 
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auf die Grundebene fur den Kraffceplan durch eine Zentralprojek- 
tion aus dem Mittelpunkte der Rotationsflache ersetzt. 

Um dies nachzuweisen, nehmen wir die Gleicbung der Rota- 
tionsflache in der Form an: 

(5 ) If (a; 2 + r) + - cj 2 = 1. 

Die Gleiehung ihres Polarsy stems ist dann 

(6) MQlx + tyy) + - c) (g - c) = 1. 

Bilden wir diese Gleichnng wieder fur zwei Punkte 
( x b , , y b: z b ) , so finden wir die Gleicbungen 

+ 90 + -V(3 - e) (*„ - c) = 1, 

2I(Xx b + ®y b ) + J\"(3 — c) (z„ — c) = 1, 

in denen 3£, s 2), 3 & e Yer&nderlichen sind. 

Diese Gleicbungen stellen zwei Ebenen dar, die durch die zu 
der Verbindungslinie a b reziproke Linie (a/3) bindurcbgeben. 
Die Gleicbung der Ebene, welcbe dieselbe Linie (af$) aus dem 
Mittelpunkte der Fl&cbe projiziert, ergibt sicb durcb einfacbe 
Subtraktion der beiden vorstebenden Gleicbungen und lautet 

Jf[3E (x b - xj + 9 (ft - O] + HS - 0 ) (g t — s a ) = o, 

die Scbnittlinie dieser Projektionsebene mit der Grundebene 3 = 9 
bat demnacb in laufenden Koordinaten 3£, 2) die Gleicbung 

— X a ) + ty{y b — 03 - Xc ( g b — O = °- 
Nehmen wir auf der so gefundenen Projektionslinie zwei beliebige 
Punkte (3£ a , £) t ,) und (3 £*, g)*) an, so wird 

M [%a (ft - -O + (i/ & ~ 03 “ ^ ( 2 6 ~ O 

(as, - asj + 9 ( , (ft - 03 = ^ (ft - O 

und damit 

(*, - sj (* # - O + (9„ - 9 J (% - O = o. 

Macben wir bierin die Substitutionen (3), so ergibt sicb mit 
Riicksicbt auf (3 a) sofort 

cos s = 0, 

also £ = 90°, womit der geforderte Nacbweis geliefert ist. 

Wir unterwerfen nun nocb die Rotationsflache (6) einer per- 
spektiv affinen Transformation, bei welcber die Punkte der Grand- 
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ebene ungeandert bleiben und die iibrigen Punkte sich in einer 
bestimmten Ricbtung um eine Streeke verscbieben, die ihrem Ab- 
stande von der Grundebene proportional ist. Die Flacbe, welcbe 
so aus der Rotationsflacbe bervorgebt, ist eine allgemeine Flacbe 
zweiter Ordnung, die von den der Grundebene parallelen Ebenen 
in Kreisen gescbnitten wird. In der Tat erfahren bei der aus- 
zufubrenden Transformation die Punkte einer solcben Ebene eine 
einfacbe Parallel versebiebung, die Kreise, in denen diese zu der 
Rotationsacbse senkrecbten Ebenen die Rotationsflacbe scbneiden, 
geben also wieder in Kreisscbnitte der transformierten Flacbe uber* 
die aufs neue in einer zur Grundebene parallelen Ebene liegen. 
Die Polarebene eines Punktes bezuglicb der alten Flacbe gebt in 
die Polarebene des transformierten Punktes bezuglicb der neuen 
Flacbe uber. Der Mittelpunkt der neuen Flacbe gebt aus dem 
Mittelpunkte der alten Flacbe bervor. Die Zentralprojektion aus 
dem Mittelpunkte bleibt also nacb der Transformation erb alten. Die 
ortbogonale Projektion der Facbwerkfigur aber verwandelt sicb, 
da die affine Transformation parallele Linien burner wieder in 
parallele Linien uberfubrt, in eine scbiefe Parallelprojektion der 
neuen Figur, durcb die dasselbe Facbwerk bervorgebt. Die Rota- 
tionsacbse der Rotationsflacbe verbindet die Punkte, in denen 
die zu der Grundebene parallelen Tangentialebenen die Flacbe 
beriihren. Also verbindet aucb nacb der affinen Transformation 
der Durcbmesser der Flacbe, der in die Projektionsricbtung f&llt, 
die Berfihrungspunkte der zwei zu der Grundebene parallelen 
Tangentialebenen, d. b. aber, er ist zu der Stellung der Grund- 
ebene konjugiert. Er entb&lt daber aucb die Mittelpunkte aller 
der zur Grundebene parallelen Kreisscbnitte. Demnacb ergibt sicb : 

Um aus dem Polarsystsem einer beliebigen Flacbe 
zweiter Ordnung zwei reziproke Plane berzuleiten, pro- 
jiziere man die Facbwerkfigur auf eine Ebene, die zu 
einem Kreisscbnitt parallel ist, in der Ricbtung des zu 
dieser Ebenenstellung konjugierten Durchmessers der 
Flacbe* man projiziere ferner die zu der Facbwerkfigur 
bez. der Flacbe polarreziproke Figur aus dem Flacben- 
mittelpunkte auf dieselbe Ebene. Diese Projektion 
liefert dann einen Krafteplan zu dem aus der Projektion 
der Facbwerkfigur erbaltenen Facbwerke. 

Ist die Flacbe zweiter Ordnung insbesondere eine Kugel, so 
erbalt man, da bier eine jede Linie senkrecbt ist zu der Ebene, 
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welcke ikre reziproke Polare mit dem Kegelmittelpunkte M ver- 
bindet, folgende einfaehe, von Hauck angegebene Regel: 

Man lege durck einen festen Raumpunkt M zu jeder 
Xante der Eackwerkfigur die normale Ebene. Die so ent- 
stekendenEbenen 
sckneiden dann 
die Grundebene 
in den Linien des 
Kr&fteplans, der 
zu dem durck or- 
tkogonaleProjek- 
tion der Eack- 
werkfigur auf die 
Grundebene ent- 
stekenden Eaek- 
werke gekort. 

Wir wollen ein 
einfackes Beispiel benutzen, um 
an^ikr das in der vorstekenden 
Regel enthalteneHaucksckeVer- 
fakren zu illustrieren. Es ist das in 
der beistekenden Figur bekandelte, 
wo das Eaekwerk sick auf ein 
einziges Dreieck reduziert. Man 
kann die ganze entstekende Eigur 
deuten als eine Tiber der Grund- 
rifiebene stekende dreiseitige Py- 
ramide, die sckrag abgescknitten 
wird. Den Punkt im Raume, durck 
den die iTormalebenen zu den ein- 
zelnen Geraden der Raumfigur 
gelegt werden, konnen wir als 
einen beliebigen Punkt M in 
der Aufrifiebene annekmen. Die 
Scknittlinien einer der Normal- 
ebenen mit der Aufrifi- und Grund- 
riBebene sind nun zu den Geraden, 
in denen sick die Gerade im Raume 
auf die AufriB- und GrundriBebene projiziert, beziekentlick senk- 
reckt und sckneiden sick auBerdem auf der trennenden Achse von 
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GrundriB und AufriB. Danach ist die raumliche Konstruktion auf 
die ebene Darstellung sofort zu tibertragen. 

Wir bezeicbnen die Spitze der dreiseitigen Pyramide mit 0, 
die Ecken ihres schragen Schnittes mit 1,2,3, mit 01 die Ver- 
bindungslinie der Punkte 0, 1 usw. sowobl im AufriB wie im 
GrundriB. Dann ziehen wir im AufriB dureh M. zu den Linien 
01 usw. die Senkrecbten, deren Scbnittpunkte mit der Acbse ebenso 
bezeicbnet seien wie die Linien selbst. Dureh diese Scbnittpunkte 
ziehen wir weiter die Senkrechten zu den gleichbezeichneten 
Linien des Grundrisses. Auf diese Weise entsteht der Krafteplan, 
der in diesem Falle einfach aus einem Dreiecke 12 3 und den 
von dessen Ecken nach einem Punkte 0 konvergierenden Strecken 
bestebt. Die Dreiecksseiten 1, 2, 3 sind der Reihe nacb zu den 

Strahlen 01, 02, 03 im GrundriB 
f senkrecht und die dureh 0 gehenden 

/ty\ Strecken zu den Seiten des Dreiecks 

/ \ \ 1 2 3 im GrundriB. 

/ \ \ Diesem Yerfabren ist an Einfach- 

/ J \ \ beit un< ^ Ubersichtlichkeit ein ande- 

//Cj' — res e ke&burtig, 
/I \ das wieder an 

j\ \ \\ die Theorie des 

Nullsystems an- 

/ \ knlipft. Wir er- 



drtem es ebenfalls an einem ganz emfachen Beispiele: einem 
Facbwerke, das aus zwei Dreiecken 123 und 234 bestebt. Wir 
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konstruieren ein Seilpolygon fur die auBeren Krafte, dessen Ecken 
wir mit A 01 , A Q21 J. os , A 0i bezeiehnen. Dann nehmen wir an, die 
zugehorige Raumfigur sei gefunden, und bezeiehnen in ihrem 
AufriB die Punkte ebenso wie die entspreehenden Punkte des 
Grundrisses. In der Raumfigur treten sechs Ebenen anf, die wir 
mit den romischen Ziffern I bis VI charakterisieren wollen. 
Yier yon ihnen, I bis IV, sehneiden die GrundriBebene in den 
Seiten Ci, On, Gin, Ojx des Seilecks; Cynnd Cyi seien in analoger 
Weise die Spuren der letzten beiden Ebenen. 

Um diese Spnren allgemein zu finden, baben wir die Punkte A ik 
einzufuhren, in denen die Kanten iJc der Raumfigur oder ihre Ver- 
langerungen die GrundriBebene durehstoBen und die wir der Kiirze 
halber als die Pole des Fachwerkes bezeiehnen wollen. Die Pole 
sind den Staben des Fachwerkes in eindeutiger Weise zugeordnet 
und liegen auf ihnen selbst oder ihren Verlangerungen. Dabei 
liegen eine Anzahl von Polen immer in gerader Linie, wenn die 
zugehorigen StM.be ein Fach des Fachwerkes begrenzen. AuBer- 
dem liegen je zwei Ecken des Seileckes A 0i der anBeren Krafte mit 
einem der Pole in gerader Linie. 

Auf diese Weise lassen sich auch leicht die unendlich vielen 
Seilecke ableiten, die noch moglieh sind, wenn schon die Baum- 
figur fiber dem eigentlichen Fachwerke (d. h. die Ordinate in jedem 
Knotenpunkte des Fachwerks) gegeben vorliegt. AuBerdem k5nnen 
die Wirkungslinien aller auBeren Krafte mit Ausnahme einer ein- 
zigen beliebig gegeben sein, dann legt man durch einen der Pole, 
die auf einer Seileekseite liegen sollen, in der Figur z. B. A 12 , 
die erste Seileekseite beliebig. Die Ecken des Seilecks, die auf 
dieser liegen und den Wirkungslinien der auBeren Krafte in 1 
und 2 angehoren, mogen mit A Q1 und A 02 bezeichnet sein. Die 
Verbindungslinie von A Q2 und A 24 liefert eine weitere Ecke A Q4s 
des Seilecks auf der gegebenen Wirkungslinie der Kraft, die in 4 
angreift. Verbinden wir A xz mit A 01 und A B ± mit A 04 , so erhalten 
wir als Schnittpunkt dieser Verbindungslinien die vierte und letzte 
Ecke A 03 des Seilecks, und wenn wir den so gefundenen Punkt 
mit dem Knotenpunkt 3 verbinden, auch die Wirkungslinie der 
letzten auBeren Kraft. 

Lassen wir nun die erste Seileekseite sich um A 12 drehen, so 
drehen sich auch die anderen Seileckseiten um die Pole, die auf 
ihnen liegen, so dafi die Ecken des Seilecks auf den gegebenen 
Wirkungslinien der auBeren KrMfte fortlaufen. Nur die letzte 
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Ecke des Seilecks, fiir die die Wirkungslinie nicht gegeben ist, 
besehreibt einen Kegelscbnitt, der durcb den zugeborigen Knoten- 
punkt (3) des Eacbwerkes bindurcb gebt. Ist nun ancb die letzte 
Wirkungslinie gegeben, so ist der letzte Seileckpunkt (A 03 ) auf 
dem Kegelscbnitt, dem er angehort, eindeutig festgelegt (als zwei- 
ter Scbnittpunkt des Kegelschnittes nnd der letzten Wirkungslinie, 
die beide durcb den letzten Knotenpunkt geben). So ist dann 
aucb das ganze Seileck in eindeutiger Weise festgelegt, und es laBt 
sicb durcb eine Konstruktion bestimmen, die nicbts anderes als 
das Zieben von geraden Linien erfordert, also mit dem Lineal 
allein ausfiibrbar ist. 

Nebmen wir zu den Seileckseiten die Geraden binzu, auf denen 
drei oder mehr Pole des Eacbwerkes liegen und welcbe die Grund- 
riBspuren der ebenen Flacben in der Raumfigur des Eacbwerkes 
bilden, so erbalten wir eine ebene Eigur, welcbe wir als das er- 
weiterte Seileck des Facbwerkes bezeicbnen konnen. Aus ibr ist 
der Krafteplan sofort berzuleiten, indem man ganz ebenso wie 
beim einfachen Seileck durcb einen Kraftepol 0 die Parallelen zu 
alien Seileckseiten ziebt. Biese Parallelen seien ebenfalls mit den 
Ziffern I bis VI bezeicbnet. Auf einer dieser Parallelen, etwa I, 
nimmt man den Punkt Ci beliebig an, und ziebt dann bis zur 
Parallelen II die Strecke Ci Cn parallel zu der Wirkungslinie der 
Kraft, die durcb den Scbnittpunkt der Seileckseiten Ci, Cn bin- 
durebgebt, und ebenso die Strecken Cn Cm, Cm Crsr, Civ Cx. 
Darauf muB man z. B. die Strecke Cx Cy zwiscben den Parallelen 
I und V parallel zu dem Stabe des Facbwerks zieben, dessen Pol, 
A^, der Scbnittpunkt der Seileckseiten Ci, Cv ist. Ebenso werden 
Cn Cv, Cji Cy i, Cm Cvi nnd endlicb Cy Cyi gezogen, wobei natiir- 
lieb scbon durcb weniger Strecken der ganze Krafteplan, den wir 
auf diese Weise bekommen, bestimmt ist. 

Bie Begriindung dieses Verfabrens berubt darauf, daB man die 
Vertikale in 0 als die Acbse des zugrunde gelegten Nullsystems 
ansiebt. Bann miissen die Lote, die man von den Nullpunkten aller 
ebenen Elacben der Facbwerfigur auf die Acbse des Nullsystems 
f&llt und die in diesen Ebenen liegen, deren GrundriBspuren 
parallel sein, ibre Projektionen auf die GrundriBebene fallen 
also mit den durcb 0 gezogenen Strablen zusammen. Earner 
mussen von den Strecken, welcbe diese Nullpunkte verbinden, 
d. b. von den Kanten der zu der Eacbwerkfigur reziproken Raum- 
figur, die Projektionen auf die GrundriBebene den korrespondieren- 
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den St&ben des erweiterten Fachwerkes parallel sein, wie es die 
in der gezeiclmeten Figur enthaltenen Verbindungsstrecken der 
Punkte Ci bis Cyi wirklich sind. Wenn die Projektion der rezi- 
proken Raumfigur also nicht die gezeicbnete Figur ergibt, so muB 
sie doch jedenfalls eine zu dieser ahnliehe nnd Shnlich liegende 
Figur liefern, so dafi fur beide Figuren 0 das Ahnlichkeitszentrum 
ist. Auf die absolute GroBe der gezeicbneten Figur kommt es 
aber gar nicht an, man kann sowohl den MaBstab fur die Kr&fte 
noch willkurlich w&hlen als auch alle Spannungskraffce, die in 
dem erweiterten Fachwerk wirken, in demselben Verhaltnisse ver- 
andern. So sieht man in der Tat, daB die gezeichnete Figur keine 
andere ist wie die Figur des Krafteplans. 


Timerding, Krufteplime 
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der mathemaiiseben Wissenschaften mit Einscklufi 
Lnwendungen. Band IT in 4 Teilbanden. Man verlange 


Fdppl, Br. Aug., Professor an der Kgl. Technischen Hochschule zu 
Mfinchen, Torlesungen fiber teeBnische Mechanik. In 
6 B&nden. gr. 8. In Leinwand geb. 

1. Band. Ein.fah.rung in die Mechanik. 3. A ullage. Mit 1S8 Figuren im 
Text (XVI u. 428 S.] 1905. n. Ji 10.— 

II. — G-raphisohe Statik, 9. Auflage. Mit 176 Mguren im Text [XU 
U.4T1S.3 1908. n. Jt 10.— 

HE. — Festigkeitslekre. 4. Auflage. Mit 86 Figure® im Text : (XVI u. 
426 8. 1909. n. JC 10.— 

IVi — : Dynamik. 3., stark ver&n&erte Auflage. Mit 71 Figurea im Text 
nnDDC u. 422 S.] 1909. Geh. n.^10.— 

V. — Die wichtigsten Lehren der h&heren Elaatizit Sits theorie. 
' Mit 44 Figure® im Text. [XU u. 991 S.] 1907. n. JL 10.— 

tX -r. Die wiohtigatenliehren der k&heren. 3>y®&mik. Mit 30 Figure® 
im Text. [XU vL 490 S.] 1910. ca. n. Ji 10. — 

— — — das Facliwerk im Banme. M it za hlreichen Figuren im Text 
und 2 lithographischen Tafeln. [VIII u. 156 S.] gr. 8. 1892. 

Geh. M 3.80, in Leinwand geb. JC 4.40. 

Ereytag, Ludwig, Ingenienr und Staatsb&uassistent bei der Kgl. 
obersten Baubehorde zu Mfinchen, Tereinfachung in der 
statischen Bestimmung elastischer Balkenir&ger. Mit 
vielen Figuren im Text. [TIH u. 123 8.] gr. 8. 1803* Geh, 

V;: - 

Henneberg, Geheimer Hofrat Dr. la, Professor an der Technischen 
Hochschule zu Karlsruhe, Lehr buch der graphisehen Statik. 
gr. 8. In Leinwand geb. [TJnter der Presse.] 

Hollander, Herm. Jos., fiber eine neue graphische Methode 
der Zusammensetzung von Kraften und ihre Anwendung 
zur graphisehen Bestimmung von Inhalten, Schwerpunkten, sta^ 
tisehen Momenten und Tr&gheitsmomenten ebener Gebilde. Mit 
4 lithographischen Tafeln. [TI u. 44 S.T gr. 8. 1886. Geh. 

’ n. JC 3.-— - ■ x 

Ostendorf, Dr. F,, Professor an der Technischen Hochschule zu 
Karlsruhe, Geschichte des Bachwerks, erlfiutert an einer 

■ in Anzahl mustergiiltiger alter Konstruktionen . Mit vielen 
Ldungen. [W u. 269 8.] gr. 4. 1908. Geh. n. M 28. — 

Ostenfeld, Dr. A., Professor an der Technischen Hochschule zu 
Kopenhagen, technische Statik. Torlesnngen fiber die Tkeorie 
der Tragkonstru ktionen. Deutsche Ausgabe von D. Skouge. Mit 
336 Figuren auf S3 Tafeln, [TUI u* 466 8.] gr. 8. 1904. In 

Leinwand geb. n. Ji 12. — 

Jahake- Sckriften. 1109. 





von B.G.Teubner in Leipzig 



Hepertorium der angewandten. Mathematik. Herausgegeben 
** 1!; Timer ding enter Mitwirtamg mehreier Pr- »—»»"*•■ 
' im Herbst 1910.] 


pe 

Theoreme 



im der hoheren Mathematik. (Definitionen, For 
Literatur.) Yon Dr. Ernst Pascal, Professor an 


Dmvermt&t Heapel. Deutsche Aosgabe Ton A. Schepp inWB 

, 5 ,.,. . ~ 





Mt 21 

. 


. . JL raafBp&ag 

voa Br.P. Epstein, Professor as der Umiversitit Stead 
htsxg i. E. [ca. SCO 3.] 1009. ' La Leinwand geb. ca. n. J& 13.— • [Erseheim 
im Herbst 19600 

3>io Geometrie. Uater Mii-wirktmg voa E. Pascal sowie &Bemoka*L ■ 
A* Boaola*, 33. Ciani, ML Dehn, ft. Dingeldey, B» Esiipes, SiraraL 
M. GraSmann, G. Guareaefci, L. Heffter, W. Jacobsthal, H. Idebmasm! 
3. Mollerap, J. Nenberg, XT. Perazzo, O. Stands, E. Steinitz, H. Wieleiiaer 
nad K. Zindler fceraasgegebea voa Dr. BL E. Timerding, Professor ar 
der Seofeaisciien Hocfcsehule za Braunschweig, [oa. $00 SO 1810. I: 
Demwand ah. « M id. _ n^A*,*™* rfeJL mm J * 


Leinwand geb. ca. a. Id.— [Erscheint Qstem 

Dr. W.j Diplomingenieur, Professor an der Te 
A ole zn Braunschweig, Statik der Raumfacl 
d 2 Tafeln. [XIY n. 390 SJ gr. 
9. 





* 12., Professor an der Bniversit&fc Bonn, Geometr: 

‘ amen. Die Znsammensetzimg von Kritften nnd 
istande der Geometrie. Mit 46 Textfiguxen nn 
n. 603 S.J gr. 8. 1908. Geh. n. 21.—, geb. n. 

Dr. H. E.j Professor an der Technischen Hochschule 
nachweig, Geometrie der Kr&fie, Mit 27 F 
»• 381 S.] gr. 8. 1908. In Leinwand geb. n, M 16 

— ber, ibr, 



— . _ 7 n. Dr. J. Welistein. Professoren an dear ui 
; SfcmJfenrgi E. t Encyklop&die der Elementar-Math 
Em Handbuch fur Lehrer nad Stndierende. In 3 * 



Leinwand 

.Band: Elemeatare Algebra and Analysis. BeaTbeitet voa H 
2 . Anflage. Mit 38 Texttgurem [XVIH u. 539 S.} 1908 . j 
. — Elements der Geometrie. Bearbeitefc voa H. Weber, 

T™s?£h 1 Tj t *£- aAufl * 8e> Mit 851 

t. , Angewandte Elemeatar-Mathematik. Bearbeitet von H. Weber. 

Weils te in undB.H. Weber (Eostock). Mit 858 Textfignrea. [ixY 
n. 686 S.} 1907 . a.«ftl 4 .~ 

Worcester, 


sics, Clark Diversity 




